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0 Erinnerung

a) a = (a,...,a;) € N¥ ist ein Multiindex mit |a] = Zf:o a; und dx, =
dze, N ...dz,, .

b) d : A¥(R") — AFFL(R") ist die fukere Ableitung von k-Formen also fiir
w = fodz, € A*(R") ist

n 9 A
dw = Z 8_£kdxk A dx,,
k=1

¢) Der Hodge-Operator * ist definiert durch

YAxG =<1, >-dV

wobei < -, - > im Folgenden immer das Standart-Skalarprodukt auf R™ bzw.
C" ist und dV das Volumenelement.

d) Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, A C M kompakt mit glattem
Rand und w stetig diffbare (n — 1)-Form, dann gilt der Satz von Stockes:

/dw:/w
A A

e) R™ sei immer durch dz = dx;A. . .Adx, orientiert, C" immer durch dzAdz =
dzy N ... Ndzy Ndzy N ... Ndz,.

Proposition 0.1. Es gilt
a) die Leibniz-Formel fiir v € A*(R") und ¢ € A" "1 (R"):

dp A g) =dip A+ (—1)* Adg

b) W ANxp=x%x Ao
c) Fir {i1,... ik, J1,- -y Jnk} C{1l,...,n} ist

w(driy, N Ndxg) = sgn(in, ...,k Jis - k) - dxjy Ao Adzy,

d) *(dz;) = (1) dzy A .. Adz A A da,

e) Wenn es j #1 €N gibt mit o; = oy dann ist dz, = 0.



1 Distributionen, Strome und Residualformeln

Definition 1.1.  a) Der Raum der Distributionen ist definiert als

D(R") :={T : Cy°(R") — C|T ist linear und stetig}

b) Die zu einer Funktion v € L}, .(R™) assoziierte Distribution ist punktweise
definiert iber

Ty(o) = . ¢(@)y(x)de Yo € Cg°(R")

¢) Die Delta-Distribution im Punkt x € R" ist definiert als

5ap(9) == 9l2) Vo € O (RY)

d) Auch die Ableitung einer Distribution T' € D(R™) ist punktweise definiert:

(DiT) gy == —T(D;¢p) Vo € CF(R")

Bemerkung 1.2. Fir eine Distribution T = T,, mit ¢» € C*(R") ist diese Defi-
nition sinnvoll. Denn sei ¢ € C§°(R™) beliebig:

(DiTw)(Qs) = —Ty(Dig)
= - ?ﬂ(x)D@(x)dx

_ /M,

= Tp,s(®)

Also als Gleichung von Distributionen: D;Ty, = Tp,y.

Definition 1.3. Fir ¢ € C(R") ist das Residuum definiert als:

R(@/J) = DTd, — TD¢

0 z<0
¢-—{1 x>0

Dann gilt fir die assoziierte Distribution mit ¢ € C§°(R™) beliebig:

Beispiel 1.4. Betrachte

(DTy)@e) = Y(x)¢ (x)d

:/¢



Also als Gleichung von Distributionen: DTy = d50y. Ausserdem gilt formal, also
unter Ignorieren der Singularitit: Dy = ¢'(z) = 0 und zusammen:

R() = DTy — Tpy = 010y — 0 = d0y

Definition 1.5.  a) Sei A5(R") der Raum der glatten k-Formen mit kompak-
tem Trager.

b) Der Raum der Strome vom Grad q ist als Dualraum definiert:

DI(R") == (A7 (R")"

loc loc

ziterte Strom T, € DI(R™) ist punktweise definiert als:

¢) Der zu einer g-Form ¢ € L] (R") := {Zm‘:q Vadro |ty € L (R”)} asso-

Ty(¢) = | vA¢ VYoeAy (R

R

d) Sei T eine stickweise glatte orientierte (n — q)-Kette in R™, dann ist durch
Tr € DY(R™) ein Strom punktweise definiert durch:

To(9) = / b Ve AIIRY)

e) Die Aufere Ableitung von Stromen wird von der Auferen Ableitung von
Formen induziert:

d:DYR") — DR
T — dT

wobei fiir ¢ € Ay~ T (R") gelte: (dT) 4 = (—1)11T(dg).
Es gilt dann d*> =0, da

(ddT) ) = (=1)""(dT)(dg) = (=1)"" T (d*¢) = (=1)*"'T(0) = 0

Anmerkung: Fir einen von einer Form ¢ € AY(R") erzeugten Strom Ty, gilt
mit ¢ € A" (R"):

dTy(¢) = (=1)""'T(dg)
= (1) [ Y nde

R'VL
- —/ d<wA¢>+/ ap A
Rn R"
= Ty(9)

Die dufSere Ableitung auf Stromen induziert also wieder die duflere Ableitung
auf Formen.



f) Sei e L] (R™), s CR"™ abgeschlossen und 1 € C*°(R™ — S), weiter setze

loc

sich dip auf R® — S zu einer lokalen L'-Form auf R™ fort. Dann ist das
Residuum von Stromen tiber die folgende Gleichung von Stromen definiert:

R(w) = dej - wa

Beispiel 1.6. Se:

1 dz

T omi oz
der Cauchy-Kern auf C. Es gilt dx = Ok = 0 und damit ist R(k) = dT, = OT.
Ausserdem gilt:

sy oy [OP L1 1 (091
(0T5) ) = (T @g) = C%(Z)%;dz—zm. Cazzdz_¢(0)

also (9T)(s) = ¢(0) und somit als Gleichung von Stromen
ETH = (5{0}

Das Residuum ergibt sich dann zu

R (i@) = 9T, = 60y

21z

Wir wollen nun auch auf R"und C"moglist interessante glatte Formen finden, die
der Delta-Distribution enstprechen. Dazu fiihren wir folgende Notation ein:

n
o= ) =l
i=1

rdr = ixid:vi
O(z) = ;:xllA...Adxn
O(x) = (=1 wdri AL Adzi A Aday,
Proposition 1.7. Es gilt:
o) (rdr) = Y, @(2)
b) dgi(x) = é(x)
c¢) d(xrdr) = n®(x)

Definition 1.8. Fiir ein (erstmal beliebiges, aber nur von n abhdngendes) C,, € R
sei:
1 Cn*(rdr)

||| e




Satz 1.9. FEs gilt
do =0

/ -
0BRr(0)

Bemerkung 1.10. a) Durch geeignete Wahl von C,, lisst sich o normieren:

/ c=1 VR>0
0BR(0)

b) o ist invariant unter Rotationen

damit st

unabhdngig von R und endlich.

c¢) o ist senkrecht zur Normalen dr an der Sphdare

Satz 1.11. Es gqilt
dTo— = 5{0}

und fir das Residuum
R(0) = b0

Proposition 1.12. FEs gilt:

a) *(dz) = (1) Mdzy Ao ANdzg ANdzy AL ANdz AL N dz,
b) *(ror) =31 ®;(z) A P(z)

Definition 1.13. Fiir C"™ = R*" betrachten wir die (n,n — 1)-Form

B3=0C, Z?:l Pi(2) A P(2) 1.12b c.

|22

Dann ist 3 € L™"! und eine dhnliche Rechnung wie eben liefert
03 =0 auf C"— {0}
und wieder die gleiche Argumentation wie eben liefert
9T = 0y

und somit

R(ﬁ) = 5{0}



2 Glattung von Distributionen und Stromen
Definition 2.1. Sei x € C§°(R™) mit

a) x(x) >0 VreR"

b) U C R™ offen mit 0 € U und supp(x) C U

¢) Jon x(x)de =1

d) x(z) ist radialsymmetrisch, also x(x) = x(r)
Sei weiter x.(z) == Lx(2)

Bemerkung 2.2. Es gilt supp(x.) = esupp(x) und wegen des Transformations-

satzes
/ Xe(z)dr =1

TXe — 5{0} fd’l’ € — O

Proposition 2.3. Es gilt

damit 1st gemeint:

V6 € Cg°(R") : Im T, (6) = 6(0)
Die Distribution T, approzimiert also glatt die 6-Distribution.

Definition 2.4. Fir T € D(R"™) sei

Te(x) := Ty(xe(z —y))
wobei T, die Funktion x. als Funktion von y auffast.

Bemerkung 2.5. Fs gilt T. € C*°(R"™) mit Ableitungen:
DT (x) = (~1)*T, (D3 (xc(z — y))

Im Folgenden wird als Verkiirzende Schreibweise je nach Zusammenhang mit T,
sowohl die Funktion in Abhdngigkeit von der Variablen x als auch die von dieser
Funktion erzeugte Distribution T, gemeint sein. Fiir ¢ € C*(R") ist dann

¢e(y) = (1), (x(z —y)) = . d(x)Xc(x — y)dx



Satz 2.6. Es gilt:
o) (Ty), =Ty, Vo € C=(R")
b) Te(¥) = T(e) Vi € C3°(R")
¢) (D°T)e = D*(T.)
Korrolar 2.7. Fiir ¢ € C5°(R"):
Doc — Do

und

T(¢) = T(9)

fiir e — 0.

3 Harmonische Distributionen
Definition 3.1.  a) Der Laplace-Operator ist definiert als:

£~ Jx?
i=1 ¢

A:

b) Eine Funktion, eine Distribution oder ein Strom T heifit harmonisch, wenn
gilt:
AT =0

Lemma 3.2. Fir jedes harmonische T € D(R"™) gibt es ein harmonisches ¢ €
C®(R™) mit T = T,



