WS 03/04 7.2.2004

Analysis I — Klausur

Aufgabe 1 (9+39+3 Pkte). Uberpriife die folgenden Reihen auf Konver-
genz:

2
'(L) Z"olc‘:l l—tn.';

b) SO sulnn/2)

n=1 n

o 1

C) Zn:l cosh(n)

(kurze Begriindung, z.B. Vergleich mit bekannten Rethen)

Aufgabe 2 (6+6+0 Pkie). Zeige:
a) Sr_ kP = 2y e )
b) n?2 <2 <n! firallene Nmitn>4

¢) Yoma itk =1

Aufgabe 3 (8 Pkte). Beweisc dic Formel
2sin(z) cos(z) = sin(2z) (Ve )
mit Hilfe der Reihendarstellungen von sin und cos
Dabei darl ohne Beweis verwendet werden. dass
"

2n +1 o
>, ) =2" (meN)
k=0



Aufgabe 4 (5+5+5 Pkte). Bestimme (jeweils mit kurzer Begriindung)

sinh{i)-cosh(«x)

a) limy, o =m0y

cos{x)—1

b) Iimww sin(z)-sinh(z)
¢) die Ableitung der Funktion f(z) = exp(—z*) - sin(log z) auf ]0, oo

Aufgabe 5 (6+4 Pkte).

a) Zeige: f :]0,20[— )0, >5[, = ~ (sinhz)3 ist bijektiv mit differenzierba-
rer Inverse g = f~!. Berechne g¢'.

b) Zeige: Jede stetig differenzicrbare Funktion f : [0, 1] — R ist Lipschitz-
stetig.

Aufgabe 6 (6+4 Pkte). Die Funktion f : R — R crfiille die Funktional-

gleichung
@)+ fly) = [(EL)

fiir alle v.y € R mil vy < 1 und es gelte lim, g %f(y) = 1.
a) Zeige: [(0) = 0 und f ist differenzierbar auf R mit f'(z) = ;7.

h) Zeige, dass aus den in a) formulierten Eigenschaften folgt: f = arctan
(Hauptzweig).



Die folgenden Aufgaben 7, 8 und 9 bestehen aus jeweils 10 Teiloufgaben. Jede
Teilaufgabe ist mit w oder f zu beantworten (je nachdemn, ob man die ent-
sprechende Aussage fiir wahr oder falsch hilt). Die Antworten sind nicht zu
begriinden und sollen bitte nicht kommentiert werden. Jede richtige Antwort
zGhlt 1 Pkt.

Aufgabe 7 (10 x 1 Pkt). Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche
falsch?

a) Die Menge
My, ={(z1,...,z,) | n €N, €Z (Vk=1....,n)}
aller endlicher Folgen ganzer Zahlen ist abzéhlbar.
b) Dic Menge M, aller endlicher Folgen rationaler Zahlen ist abzihlbar.

¢) Die Menge M, = {(z1.22....) | x) € Q (Vk € N)} aller Folgen ratio-
naler Zahlen ist abzéhlbar.

d) Jede beschriinkte Teilmenge von R enthalt ein grofites Element
¢) Dic Menge {sinh(ix) | x € R} ist beschrénkt.

f) Die Menge {cos(z) | z € C} ist beschrdankt.

g)VzeC: 2220und (=0« :=0)

h) Va.y e R: |exp(x +1y)| = exp(z)

) 5E =

j) Fiir alle Aussagen A, B gilt: (A= B)Vv(-A)= B

nojc

=



Aufgabe 8 (10 x 1 Pkt). Welche der folgenden Aussagen iiber Folgen reller
Zahlen sind wahr, welche falsch?

a)
b)

Jede Teilfolge ciner Cauchy-Folge ist wicder cine Cauchy-Folge

Eine Folge ist genau dann konvergent. wein jede ihrer Teilfolgen eine
konvergente Teilfolge besitzt.

Jede Folge enthilt eine monotone Teilfolge.

Seien (an)nen, (bn)nen Folgen mit by = ant1 — an- Ist (bn)nen konver-
gent, 50 auch (an)nen-

Seien (an)nen, (¢n)nen Folgen mit ¢p = ani2 — 2541 — an- Ist (@n)nen
konvergent. so auch (Cn)nen-

. o 1 i
Seien (an)nen, (dn)nen Folgen mit dp = j(an+2 + 2an41 + Qo Die
Reihe $°°° | a, konvergiert genau dann, wenn S°% | dn konvergiert.

Mit 27 a? kouvergiert auch Yoo e
Mit 3°°° ; |an| konvergiert auch S L an
Mit (lan)ner konvergiert auch (@n)ners

Mit (a,)nen konvergiort auch (lan|)nen



Aufgabe 9 (10 x 1 Pkt). Welche der folgenden Anssagen iiher relle Funk-
tionen sind wahr, welche falsch?

a)

b)

¢)

d)

Jede stetige Funktion f: {0, 1] — R ist gleichmifBig stetig.

Jede stetige, streng monoton wachsende Funktion f: R — R ist diffe-
renzierbar,

Die Funktion f: R — R mit f(0) := 0 und f(z) = xsin(%) tiir z #£ 0
ist differenzierbar in 0, aber nicht stetig differenzierbar.

Jede streng monotone Funtion f: (0,1} — R nimmt jeden Wert zwi-
schen f(0) und f(1) an.

Jede gleichmiiBig stetige Funktion f :]0.1[— R ist beschrinkt.

Eine Funktion f :]0.1[— R ist genau dann konvex, wenn sie zweirnal
differenzierbar ist mit f” > 0.

Jede konvexe Funktion f :]0.1[— R ist stetig.

Jede streng monoton wachsende Funktion f @ [0.x[ — [0.~] ist
unbeschrénkt.

Jede streng monoton fallende Funktion f @ [0.~x[ — [0.x{ ist be-
schrinkt.

Eine stetige Funktion f : [0, [ — [0, o[ ist genau dann beschrinkt,
wenn limsup, ., f(x) < oc ist. und in diesem Fall gilt.

sup  f ()} = hmsup f(x)

€0, RS



Musterlésungen zur Klausur vom 7.2.04

verantwortlich: A. Hahn
Korrekturvorschlidge bitte an hahn@uni-bonn.de schicken

Aufgabe 1 a) Dic Reihe divergiert:

= n? = n? =
X Y ik

n=]
(*): Divergenz der harmonischen Reihe.

l\)l
;il*-d

h) Die Reihe konvergiert:

> sin(mn/2) S ) sin(mn/2) oy
neq —~—-n konvelglelt = > ungerade —— 5 konvergiert

&£ = D 2 2A+1 - konvergiert.

Nach dem Leibnitz-Kriterium konvergiert dic letzte Reihe aber.

(*): sin(mn/2) = 0 falls n gerade
(e ): sin(7(2k + 1)/2) = (=1)*.

¢) Dic Reihe konvergiert:

Z(os Ze" +2€—: SZ%:QZ(I/G)" (é)oo

n=]\, n=1 n=1 n=1

(*): Konvergenz der geometrischen Reihe oo ¢t mit g =1/e < 1.

Aufgabe 2

a) Dic Behauptung folgt durch vollstandige Induktion nach n:

Induktions-Verankerung (n = 1): Fir n =1 gilt:

E"‘:kg B 12(1 + 1)? _n*(n+1)?
k=1 N 4 - 4

Induktionsschritt (n — n+ 1):




Die Behanptung sei wahr fiir n € N (Induktions-Voraussetzung). Dann

n+1 n

ZA ;A +(n+ 1) For RART 1) (rz: 1)* +(n+1)°
_ (rL—Zl) (2 44(nt1)) = ('”Z”szﬁ _(n+ 1)'2((2+ 1)+ 1)

b) Die Behauptung folgt durch vollstandige Induktion nach n:

Induktions-Verankerung (n = 4): Fiir n = 4 gilt

16<16<24 = 42<oi<dl = n2<2" < p!

Induktionsschritt (n — n + 1):
Die Behauptung sei wahr fiir n > 4 (Induktions-Voraussetzung).

Dann gilt einerseits:
. . I (=)
(n+12=(1+3)"? < (1+4)2 <220 =27
() A+ 2P <0+ =%2<2
Andererseits haben wir:

I.Vor.
=220 < 2.nl<(n+ 1) nl=(n+1)

Zn,:'z =2 " Zn:? Zk:() ¥ K anz 1=1/n n
2

k
- b w l+m _ 2 :no nf-(n=1)ntl) § :x 1
- =y =1 no =" n(n—1) n=2 n{n—1)
_ fe’s} 1 1\ ] N 1 N 1
= — — 2} = lim .
n==o =1 n N oo n=o "1 n=9o M
N-1 N ’
:hm(g L ,i):hm(1~ﬁ):l
N o0 n=1 " n=2"m" N —oo

=11

(x): Folgt wegen Zzo:() ¢ = 11



Aufgabe 3 Fir z € C gilt:

N o k 2k
sin(z) = Zk::() -1 G

. ’ Rt L2k
cos(z) = Zk:()(—l)k o

Damit
~ . oC oz 2kt oG | 22!
2sin(z) cos(z) = 2 (Zk:(,(_l)}_@k*l_ﬂ) x <Zl:()(—1)l(21)!)

(:—)‘ o] n ko 2R+l n—k z2n—k)
- ‘ZZ” Ozk =0 (1) (2k+1)!(_1) 2(n—k))!
¢ n L2n+1 n 1

h )Zn =0 ‘ ZA =g (2k+D1(2(n-k))!

— 3 n,y +1 " (2n+1)!

2n+1

p n
=2 Zn 0 DA Wti‘”’ Zk:()(Qk + 1)

§ n L2n+1 1 2n
2 n= O o (@) 2
- n. (2z)2n+0 Ly
- Z”:O — (‘2n+1)! = sin(2z)

(x): Die rechten Seiten vou (1). (2) konvergieren absolut
= Formel fiir Cauchy-Produkt anwendbar.

Y. n 2n+1 —_ 9H2n N \ MO N roOr ] e
wx): S vy (ort1) = 27 durfte ohme Beweis benutzt werden.

[

(1)
(2)



Aufgabe 4  a) lim,_ . suhecshz— (. Riip 7 > 0 gilt:

exp(x?)

0 < sinh (i) cosh(z) %(e": —e ") (e" +e77)
- exp(z?) - exp(x?)
L Lexp(2z— ) (3)
- = s exp(2z — &
T dexp(«?) - I °
Wegen litn, 0 (22 — 22) = —o0 und limy—,— o exp(y) = 0 folgt zunéchst

lim, o, exp(2z — 22) = 0 und dann aus (3) und dem Einschniirungs-
A oo
prinzip dic Bchauptung.

b) zweimalige Anwendung der Regel von de I'Hospital (bei (), (+x)) ergibt

cos{z) — 1 —sin(r)

. (%) .
lim ———— =1
210 sin(z) sinh(x) 1o cos(x) sinh(x) + sin(x) cosh(z)

— cos(x)

(%) ..
=1
210 sin(z) sinh(z) + cos(x) cosh(z) + cos(a) cosh(x) + sin(x) sinh(z)
-1 1

T 0+1+1+0 2

d
[exp(—:ﬁ) sin(log .T-)]
T

) sin(log r)% exp(—x*) + eXI’(—ﬁ)a; sin(log z)

s sin(log r)(—4a” exp(—x*)) + exp(—z*) cos(log x)

= exp(—a*) (cos(log x)+ - 42 sin(log z))

(x): Produktregel
(x+): zweimal Kettenregel



Aufgabe 5 a) i) fist surjektiv: f ist die Verkettung stetiger Funktio-
nen und somit selbst stetig. Wegen lim,, o f(z) = limg o(sinh z)® =
(sinh(0))* = 0 und lim, _,o f(z) = lim,_ . (sinh z)3 = oo folgt aus
dem Zwischenwertsatz also die Behauptung.

i) f ist injektiv: Dies folgt sofort aus Teil iii).
iii) f' > 0: f ist die Verkettung differenzierbarer Funktionen und so-
mit selbst differenzierbar. Anwendung der Kettenregel ergibt

f'(z) = 3(sinhz)?cosh(z) > 0

da sinh(z) # 0 fiir  # 0 und cosh(z) > 1 fir z € R.

iv) Existenz und Berechnung der Ableitung von g := f~!: Aus iii)
ergibt sicli it Hilfe eines Standardsatzes (der wiederum leicht aus
der Kettenregel folgt, vgl. Vorlesung oder Forster, Konigsberger.
~..). dass g differenzierbar ist und dass fiir jedes @ €0, oof gilt:

Nun ist aber f'(x) = 3(sinha)? cosh(z) = 3(sinh 2)24/1 + sinh?(x)

wnd fTHy) = sinh_l(ﬂ). Damit bekommen wir

1 1

SWER1+ (Vi) s+ ah

b) Da die Funtion f : [0.1] — R auf dem abgeschlossenen (!) Intervall
[0.1] nach Voraussetzung stetig ist. ist f’ beschrankt (vgl. Satz der
Vorlesung), d.li. 3L > 0 : Vo € [0.1] : |f'(2)] < L. Aus dem Schranken-
satz [olgt also |f(x) — f(¥)| < Llx — y| fir alle x,y € [0, 1]. Dies war
Z1 Zelgell.

g'x) = (e

S



Aufgabe 6
a) Zu zeigen sind folgende Aussagen:
i) f(0)=0:

ii) f is differenzierbar auf R

i) f(x) == VreR

1+

Beweis von i): f(0) + f(0) et f(lo_t)%) = f(0) = f(0)=0.

(simultaner) Beweis von ii) und i), 1. Méglichkeit:

’ IERT Fleth)—flx) (i) : flath)+f(=z) FriLGL . _]L h
fte) = i RESEEES im ST M ()

_ : 1422 —he h R 1 (3) . 1
- <}3}_}% h f(l%—,ﬂ—h;z:)) }7”“ 1+22—hx 1 142

Fktl.Gl

(1): f(=2) = =f(=x). da f(x) + [(=2) =" [(355) = J(0) 20

(2): limyg Eg——h_: = () sowie limy,_g /—%’—' =1 (vgl. Voraussetzung)

Wichtig: Dic Existenz jedes vorkommenden Limes folgt aus der Exi-
stenz des jeweils nachfolgenden Limes. Inshesondere wird durch die
obige Gleichungskette wirklich die Existenz von f'(z) hewiesen.

(simultancr) Beweis vou ii) und iii). 2. Moglichkeit:

f(z) — f(z) W . f(lrj,uy) - flz) Fktl.Gl )

f'(x) = lim im —= lim ————
Ep. -1 y—0 11—_% —z y—0 l—l_jr’iu -
-~ fly) yooo@, Y
= |l ling — =1l —
y—0 Yy y—0 =L 7 y—0 =L —
‘ 1-ny =y
o
() .. iy Y
= lim -

: . -1
y—0 ‘d*(““”y - 'zt) ;u—»o(l“"'y (1-zy)? (=)
dy \ 1—ay )

= (1—1:.4) - (1ij-?))2 ' (_I)) = (l - (—I)) = ﬁl—ﬁ




(1): lim,_ 5L =

(2): lim,_g /-(y—"l =1 (vgl. Voraussetzung)

(3): Regel von de I'Hospital

Wichtig: Dic Existenz jedes vorkommenden Limes folgt aus der Exi-
stenz des jewecils nachfolgenden Limes. Insbesondere wird durch dic
obige Gleichungskette wirklich die Existenz von f'(z) bewiesen.

b) Bekanutlich ist di arctan(z) = —t. Damit gilt

£ 1+'l:2 .
%(au‘ztam(;’v) - f(l)) = ﬁlﬁ — ﬁl'_z -0
also ist arctan(x) — f(x) konstant. Wegen

arctan(0) — £(0) 2 arctan(0) —0 =0

(arctan(0)) = 0 fir den Hauptzweig) folgt die Behauptung.



Aufgabe 7 a) Korrekt. Begriindung véllig analog zur Begriindung von
Teil b).

b) Korrekt. Offenbar gilt M, = |J, oy Q. Q ist abzihlbar, damit auch
Q* = QxQ und allgemein QF fiir beliehiges & (Beweis durch vollstindi-
ge Induktion). My, = Q" ist damit die ahzihlbare Vereinigung von
abzdhlbaren Mengen und somit selbst. abzihlbar.

¢) Falsch! Nicht cinmal die Teil-Menge M, = {(z1.22,...) | zx € {=1,1}(Vk €
N)} von M, ist abzéihlbar: man sicht leicht. dass M, bijektiv auf dic
Potenzmenge von N abgebildet werden kann. Gemifl Aufgabe 3 auf
Aufgabenblatt 5 ist damit M, und erst recht M, iiberabzihlbar.

d) Falsch! Gegenbeispiel: Das offene Intervall 10, 1].

e) Korrekt. Fiir beliebiges « € R gilt sinh(iz) = 3(e'" —e™*) = L(cos(z) +

isin(z) — (cos(x) — isin(x)) = isin(x). Weoe%n |1sin(x)| = |sin(z)| €
[0.1], = € R.ist {siuh(ix) | 2 € R} = {isin(z) | « € R} also be-
schréinkt.

f) Falsch! Fiir beliebiges x € C gilt cosh(iz) = L& +e7*) = ((05( ) +
isin{x) 4+ (cos(x) — isin(x)) = cos(z) und ddnut cos(iz) = c0sh( 7).
Wegen lim, .. cosh(—z) = oc kamn also nicht eimmnal die Teilmenge

{cos(ia) | w € R} vou {cos(z) | 2 € C} beschriukt sein.

Falsch! Die Schreibweise z2 > 0 ist eine schlampige Schreibweise fiir
22 € R,. Dies 15 jedoch falsch. Gegenbeispiel: z = exp(w1/4) (fiir
dieses z gilt ja z° = exp(2 - wi/4) = 1).

J2

Bemoerkung: Die Behauptung der Aufgabe wird richtig, wenn man iber-
all 22 durch |z]? crsetzt.

h) Korrekt. Fir x.y € R gilt Jexp(z + iy)| = |exp(x)] - |exp(iy)| =
|exp(x)] - 1 = exp(a) da exp(z) > 0.

i) Falsch! Gegenbeispiel: Nehnie sowohl fiir A als auch fiir B die (natiirlich
falsche) Aussage 0 = 1. Dann ist = A und damit auch (A = B)V (nA)
walir. Da B falsch ist. ist somit (4 = B) vV (=A4) = B falscl.

- ”,'3+4a‘|:[\/m
i) Falsch! |55 SEENY

8



Aufgabe 8 a) Korrekt. Dies folgt leicht ans der Definition des Begriffes
“Cauchy-Folge™. Alternativ kann man unter Ausnutzung der Vollstandig-
keit von R wie folgt argumentieren: Ist (z,),en eine Cauchy-Folge. so
konvergiert (x,),en. Also konvergiert auch jede Teilfolge von (z,),en
und ist somit eine Cauchy-Folge.

b) Falsch! Gegenbeispiel: Die Folge (z,,),en mit z, = (—1)" konvergiert
nicht. trotzdem hat sie die Figenschaft, dass jede ihrer Teilfolgen eine
konvergente Teilfolge besitzt:

In jeder Teilfolge von (z,), kommt ndmlich die Zahl 1 oder aber die
Zahl —1 unendlich oft vor. Im ersten Fall bekommt man durch Weg-
lassen aller “—17 eine (unendliche) Folge. die nur den Wert 1 annimmt
und somit, konvergiert. Im zweiten Fall bekommt man durch Weglassen
aller “17 cine unendliche Folge. die nur den Wert —1 annimmt und
somit. konvergiert.

¢) Korrekt. Sei (2,),en eine belicbige Folge reeller Zahlen. Wir betrachten
die Menge

A= {n|neNmitvm>n:x, > 2.}

1. Fall: A4 ist unendlich. Bezeichnet dann n; fir j € N das j-kleinste
Element von 4. so ist (2, )jep cine monoton fallende Teilfolge von
(T Jnen.

2. Fall: A ist endlich. Dann ldsst sich filr jedes hinreichend “spate” Glied
von (@, ).en ein nachfolgendes Folgenglied finden, welches grofler ist.
(genaver: Ing € N:vn > ny: Im > n:x,, > x,). Daraus folgt aber
sofort. dags man eiue (sogar streng) mouoton wachsende Teilfolge von
(2, )nen konstruieren kann. (Details: Definiere (n;);en rekursiv durch
ny 1= ng wo ng wic oben und n,4y = min{n € N|n > n, mit z, >
T, }. Offensichtlich ist danu (1?,,,] }jen cine (streng) monoton wachsende
Teilfolge von (,)hen)-

”]

d) Falsch! Gegenbeispiel: (b,),en it b, = % und a,, = ZZ’zl by. Offen-

sichtlich kouvergiert (b, ),en. es gilt b, = a,41 — a,, aber die Folge
(a,)nen konvergiort nicht: (a,,)nen ist je gerade die Partialsunmenfolge
der (bekanutlich divergenten) harmonische Reihe.



e) Korrekt. Ist (a,)nen konvergent, so auch die Folgen (2ap41)nen nnd
(Gns2)nen. Da man durch die gliedweise Addition endlich vieler kon-
vergenter Folgen stets eine weitere konvergente Folge hekommt. ist die
Behauptung korrekt.

f) Falsch! Gegenbeispicl: Seien (ap)nen und (dy, Jners durch a, = (—1)" und
d,, = i( Qpao + 2041 + ay,) definiert. (a,), ist keine Nullfolge, also kann
S | a, nicht konvergieren. Da aber d, = 0 fiir jedes n ist, ist S L dn
trivialerweise anch konvergent.

g) Ko;rekt Bekmmgich ist ;;’;1 ,,—ngoo< oc. Ist 'clmch Sooe  ak < 0o, so folgt
S]] < 2 2l < Yoni(al + 7m) < oo. Also konvergiert

3722 & sogar absolut.

n=1 n

h) Korrekt. Die Behauptung besagt ja gerade, dass jede absolut konver-
gente Reihe konvergiert.

i) Falsch! Gegenbeispiel: (ay,)nen mit a, = (—1)".

j) Komekt. Die Funktion |- |: R — R ist stetig. Bekanntlich gilt fiir jede
stetige Funktion:

@, ) ner konvergent = (f(a,,))nen kouvergent (und zwar gilt liny, .5 fla,) =
S o < o &

f(liln,,,ﬁ‘x‘ a, ) ) .

Aufgabe 9  a) Korrekt. vgl. Standardlehrbiicher der Analysis (Konigs-
berger, Fischer, ....).

b) Falsch! Gegenbeispiele
2¢ fura >0
I fur r <0

oder
VT fiw z >0

g(x) = —V/—7 firz <0

f. g sind stetig, streng monoton wachsend aber im Punkt 7 = 0 (aus
unterschiedlichen Griinden) nicht differenzierbar.

10



e

¢)

)

¢)

g)

h)

i)

)

Falsch! f ist im Punkt 0 nicht differenzierbar, da einerseitg L4419 _

h

sin(1/h) gilt und da andererseits lim, g sin(1/h) nich existiert.

Falsch! Gegenbeispicol

T fir 0 < x
f(z) = { . - .

IA A
= N

r+1 fur

[ ist streng monoton wachsend, nimmt aber den Wert 1 € [0,2] =
[£(0). f(1)] nicht an.

(Beachte: Der Zwischenwertsatz gilt. fiir stetige Funktionen. f war aber
nicht als stetig vorausgesetzt.)

Korrckt. Wihle € > 0 belicbig. Da f gleichmiBig stetig ist, existiert ein
0 >0, s0 dass Va.y €]0,1[: [lx —y] <8 = |f(z) — fy)| < e] gilt. Sei
N die kleinste natiirliche Zahl, welche gréfler als % ist. Fiir beliebiges
r €]0. 1] ist dann das Intervall zwischen 2 und % die Aneinanderreihung

von genau N Intervallen der Linge 'i/i,;bl < 4. Auf jedem dieser N
Intervalle kanu f also hochstens wn den Wert € schwanken. Aus der
Dreiecksungleichung folgt dann sofort |f(z) — f(1/2)] < N - €. Damit
bekommen wir:

Vo €]0.1: =N -e— f(1/2) < f(x) <N e+ f(1/2)

Falsch! Eine konvexe Funktion f :]0.1{— R braucht nicht differen-
zierbar (geschweige denn 2-1nal differenzierbar) zu sein. Gegenbeispicl:
flx) = v = 1/2| fiw x €]0. 1. f ist konvex aber im Punkt 2z = 1/2
nicht differenzicrbar,

Korrekt. vgl. Vorlesung oder Konigsherger.

1
T4+

Falsch! Gegenbeispiel: f(x) = 1 — fir @ € [0,00[. [ ist streng

monoton wachsend und beschrankt.

Korrekt, denn offensichtlich ist f(0) emne obere Schranke und 0 eine
untere Schranke von f.

Falsch! Gegenbeispicl: f(a) := H% fir € [0, oo[. Offensichtlich ist,
sup |f(x)] = 1 # 0= lim f(x) = limsup f(x)

rER L R L0

11



Can . .
Fachschaft Physik/Astronomie
Erdenicher AHee 11-13

33115 Bonn
Tei. 6228 / 73-2738

Klausur Infinitesimalrechnung I B
WS 1996/97 Prof. J. Frehse
11.1.1997 9:00 - 12:00

Cl) Bestimmen Sie die Hiufungspunkte der rekursiv definierten Folge (@n)nem mit:
ao € IR, ap > —6 beliebig, aber fest, und ap4; =4/ ﬁ%“-n.

2 Zeigen Sie, daB fiir beliebiges p € IN gilt: 302 ., ;ﬁ—p; = %(1 +i4+..4 zlp)

@ Betrachten Sie die Folge (fn)nemn von Polynomfunktionen mit Ja(Z) == X0 ;—f—i;:c".
Bestimmen Sie die grofte reelle Zahl a, so daB (fn)nem auf (0, a) punktweise

gegen eine Funktion f: (0,a) —» R konvergiert.

Zeigen Sie insbesondere, daB f auf (0, a) stetig ist.

( 4\ Zeigen Sie, daf fir die Exponentialfunktion ezp gilt: exp(z + y) = ezp(z)ezp(y)-

/ Die Funktion f : R — IR habe folgende Eigenschaften:
i) f sei stetig in 0, ii) f(z +y) = f(z)f(y) fir beliebige z,y € R,
i) f(1) =e.
Zeigen Sie, dal f = ezp.
Tip 1: Da exp die Kriterien i) - iii) erfiillt, reicht es zu zeigen,
daB diese Kriterien f eindeutig bestimmen.
Tip 2: Es gilt: f(27%) = (f(1))*™* fiir k € IN. Beweis!

@ Sei n € IN beliebig, aber fest. Betrachten Sie die Funktion f:[0,1] = IR mit
flz) = {_‘/-‘%’3. Zeigen Sie, daB f einen Fixpunkt hat.

7 Sei f: IR — R gleichmaBig stetig. Zeigen Sie, daB es eine Konstante L > 0 gibt
mit der Eigenschaft: |f(z)| < L(1 + |z|) fiir alle z € RR.

@ Sei f : IR — IR stetig, und es gebe positive Konstanten co, C,, so daB fiir alle z € IR gilt:

f(z) = Ciz? — co.
Zeigen Sie, daB f ein globales Minimum auf IR hat.

Punktewertung

Aufgabe 1 2 3 4 5
Punkte 4 6 6 4 5

6 7 8
5 6 4



1 Was besagt das Intervallschachtelungsprinzip fir R?

2 Berechnen Sie fiir k£ € N den Grenzwert der Folge (a,,) mit
1 (n
= —p (t‘) (n € N).
3 Beweisen Sie, dass fiir beliebige ai, . . ., a, € [0, 1] folgende Ungleichung gilt:
[[A—a)>1->"a;.
i=1 i=1

4 Wie lautet die Definition einer Cauchyfolge?

5 Uberpriifen Sie 3, (—1)"/v/n? + 3 auf Konvergenz und absolute Konver-
genz.

6 Zeigen Sie fire=3,1/klundn e N
1 1
6<§7{:‘T+Ef

7 Berechnen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe 02, v/2n2 + 3z
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8 Was besagt das Leibnizkriterium fiir die Konvergenz von Reihen und wie
lautet die zugehorige Fehlerabschatzung?

9 Fiir z € C sei

s(z) = 2(72—_—*_—1? und  ¢(z) := g% .

Beweisen Sie die absolute Konvergenz der Reihen und zeigen Sie mit Hilfe
des Cauchy-Produktes c(z)? — s(z)2 =1 .

10 Sei v € R und (an)n>o eine Foige mit ag # 0 und |a,| < M fiir n > 0.
Fir z € C, |z| < 1 ist die Funktion f(z) := Y3 a,2" wohldefiniert. Zeigen
Sie, dass f fiir
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keine Nullstelle hat.



