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I.

Aufgabe I.1.

Vor Beginn unbedingt durchlesen!

Diese Klausur besteht aus 6 Seiten mit 15 Aufgaben und maximal erreichbaren 50 Punkten.
Von diesen 50 miissen Sie mindestens 25 Punkte erreichen, um die Klausur zu bestehen.

Ihre Antworten zu allen Fragen miissen in die Aufgabenblitter in die dafiir vorgesehenen
Felder eingetragen werden. Anworten aufSerhalb dieser Felder werden nicht gewertet!

Bei den Rechenaufgaben gibt es ein Ansatzfeld, das Sie nur auszufillen brauchen, wenn Sie
sich beim Ergebnis nicht sicher sind. In diesem Ansatzfeld konnen Sie mit Stichworten oder
auch Gleichungen deutlich machen, welchen Rechenweg Sie gehen.

Die Punkte erhalten Sie in den Rechenaufgaben fiir das richtige Ergebnis unabhdngig vom
Ansatz. Falls das Ergebnis allerdings falsch sein sollte, dann kann der richtige Ansatz im
ausgefillten Ansatzfeld immerhin noch mit einem Teil der Punkte bewertet werden.

Die Losung muss so weit wie moglich vereinfacht werden. Unwvollstindig vereinfachte Aus-
driicke wie sin 7 oder In6 — In2 kénnen zu Punktabzug fiihren. Bitte ersparen Sie sich und
uns Ergebnisse in Dezimalschreibweise oder gemischte Briiche!

Wir erinnern an unsere Bezeichnungsweisen fir die vollstindigen elliptischen Integrale

= : d¢ = : — k#sin
K (k) .—/0 [ *2sn(0)? E(k) = /0 V1 —k2sin(¢)? do

fir 0 < k <1, sowie an die unvollstindige Gammafunktion I'(a,z) = f;o t2~ L exp(—t)dt.

Rechnen

(2+2+2+2+2 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden bestimmten bzw. uneigentlichen Integrale:

Integral Ansatz Ergebnis
. Schiefsymmetrie von x +—— sin(2?%%), al-
/ sin(229%%) dz so sin((—x)%20%) = —sin(22°%%). Integral 0
-1 verschwindet bei symmetrischen Grenzen.
- partielle Integration:
2 . =3 5 .
/ x cos(z) da zsin(z)|,_¢ — [ sinzdz T
0

Substitution v = e* mit du = e*dx:

/Oo exp(x) dx [ l‘i & o= [ 111;2, Stammfunktion arctansru)]:j:go
—oo 1+ exp(22) kenne ich: Arkustangens. = 3
o Substitution uw = —cosz, du = sinzdxr | | /341
/ sin(z) de mit 2 — u? = 1 +sin(z)?, Partialbruchzer- | /3 log Vo1
1+ sin(z _ 1
I L E = e G et ) B B A
. Substitution x = cos ¢, dr = — sin ¢ d¢:
1+£1?2 _ (0 1+cos(¢)? .
IRt oV conto 50 00 23 B()

= 23 [ /1 - Lsin(¢)2do




Aufgabe 1.2. (2+2+2 Punkte)
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme auf R:

Gleichung Anfangsw. | Ansatz Ergebnis
f'(z) = g f' (@) f)=0 | g:=flost ¢(x) = z9(2). | g(a) = T
/(1) =1 | Separation der Variablen: _ ia?tia—1-i
g(u) dg __ [u dzx f(l’) - 1+i
fg(l) g — J1 ot
f(z) = %ﬂ( f(z)+1) f1)y=1 Separatlon der V:riablen: f(z) = 2{1‘; -1
ff f+1 =i ati
f(x) = z(mlJri) (f(x)?+f(x)) | f() =1 Separatlon der Variablen: f(z)
_ Vr+i
I 757 = I = WTH-vER

Die Separation der Variablen ist sicherlich eine schwer verstdndliche Methode, gewhnliche Differen-
tialgleichungen zu l6sen. Speziell ist es kaum moglich, im Rahmen der Analysis—Grundvorlesungen
eine befriedigende Rechtfertigung fiir die notwendigen Rechnungen zu geben. Der eigentliche Clou
dieser Methode ist aber, dass man die Funktion f zwischenzeitlich als unabhéngige Variable be-
trachten muf}, um nicht Schiffbruch zu erleiden. Ich will die letzte Aufgabe genauer vorrechnen:
Zunichst kann man die Variablen z und f nur dann ,separieren®, wenn die Differentialgleichung
von der Form f/(z) = (Ausdruck in z)(Ausdruck in f(x)) = a(z)b(f(z)) ist, also wie im letzten
Beispiel f'(z) = (ﬁ)(f(:c)2 + f(x)) mit a(z) = m und b(f) = f% + f. Die Methode der
Separation der Variablen beruht nun darauf, dass die gesuchte Losung u —— f(u) der Differential-
gleichung als Obergrenze des linken Integrals die Integralidentitét

Fw) - gr /u
— = a(x)dx
/f(uo) b(f) uQ
fiir vollkommen beliebige u und ug giiltig macht. Praktischerweise wéhlt man aber fiir ug die Stelle,
an der man den Anfangswert f(ug) kennt, wihrend man u als neue Variable auffafit. Ganz wichtig:

Im linken Integral steht f als unabhéngige Variable, nur die Grenzen dieses Integrals erinnern uns
an die gesuchte Funktion u — f(u)! Im dritten Beispiel erfiillt die gesuchte Funktion u +—— f(u)

also die Integralidentitét:
/f (u) df B /u dx
) fAHf 1 2(z +1)

Fine Stammfunktion des linken Integrals bekommt man durch die Zerlegung f2 + 7= djf — %:
/f(u) df g ¥ f=f(w) ~ log fu) _ log 1
iy P FH1lesm= flu)+1 2

Das Integral auf der rechten Seite ist einfacher [, 2(5?%‘) =1 5 log 11‘1‘; Bringt man log% auf die

rechte Seite und exponentiert, dann wird aus der Integralidentltat der Methode der Separation der
Variablen:

1 f(u) 1 Ju+i



Lost man das nach f(u) auf, so erhédlt man die Losung:

fu) 1 . 2WV1+i—2V1+i+Vu+1
u = —_—— =
1_% TILH 2141 —+vVu+1i
V 1+i
Die anderen beiden Differentialgleichung kann man vollkommen analog 16sen.
Aufgabe 1.3. (1+1 Punkte)
Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen auf dem offenen Intervall (0,00) C R:
Funktion Ansatz Ergebnis
sin(z”) Kettenregel mit innerer Ableitung: cos(z¥)z”(Inz+1)
%ajx = %ezlnx =e""(ng 4+ 1) = 2%(Inz + 1).
I'(3,2%) Ableiten eines Integrals nach unterer Grenze (Vorzeichen!): —($2)_%e_“2 (2z)
2
4 e tre7tdt = —a"3e 7, Kettenregel. = —2e7"
Aufgabe 1.4. (1 Punkt)
Bestimmen Sie die Menge der Haufungspunkte der Folge
—n/2 An) 1+i ; 1—i —1—i . 1—i
(2 (]. +Z) )n:() %, 1, %, —17 77 —1, W, ].}
1+

Die komplexe Zahl ist eine 8. Einheitswurzel. Haufungspunkte sind alle 8. Einheitswurzeln.

V2

II. Wissen

Aufgabe II.1. (2 Punkte)
Formulieren Sie eine moglichst allgemeine Bedingung an eine Selbstabbildung K : E — FE eines
abstrakten Banachraums F in sich, welche fiir jedes e € E die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung des Anfangswertproblems f/(t) = K(f(t)), f(0) = e auf [0, 00) garantiert! Diese Bedingung
darf NICHT auf die Beschreibung eines oder mehrerer Banachrdume E und zugehoriger Gleichungen
f'(t) = K(f(t)) hinauslaufen, fiir die man explizite Losungsformeln oder —verfahren kennt.

Wenn eine Selbstabbildung K : E — E eines Banachraums E (global) Lipschitz—stetig mit Kon-
stante C'ist, also fiir alle e, e aus E die Ungleichung | K (e2) — K(e1) | < C| e2 —e1 | g gilt, dann
existiert fiir jedes e € E eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems f/(t) = K(f(t)), f(0) = e
auf [0,00). (Falls K nur lokal Lipschitz—stetig ist, es also zu jedem e € E eine Umgebung U, von e
und eine Konstante C, mit | K(e2) — K(e1) |g < Ce | e2 —e1 || g fiir alle e1, ex € U, gibt, dann exis-
tiert eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems f/(t) = K(f(t)), f(0) = e im allgemeinen
nur fiir eine bestimmte Zeit [0,7¢), T > 0.)

Aufgabe I1.2. (2 Punkte)
Wann nennt man eine auf einer offenen Teilmenge von C definierte C—wertige Funktion holomorph?

FEine auf einer offenene Teilmenge U C C definierte Funktion f : U — C heifit holomorph, wenn
sie in jedem Punkt u € U ihres Definitionsbereichs komplex differenzierbar ist, das heifft, wenn fiir



alle u € U der Grenzwert des komplexen Differentialquotienten limy,_,g W existiert. (Hier
kann h als komplexe Zahl auf sehr unterschiedliche Art und Weise gegen 0 gehen, es geniigt nicht,
dass der Grenzwert etwa fiir reelle h existiert.)

Aufgabe II1.3. (2 Punkte)
Formulieren Sie den Banachschen Fixpunktsatz!

Sei X ein vollstéindiger metrischer Raum und 7' : X — X eine kontrahierende Selbstabbildung,
das heifit es gibt eine Konstante 0 < C' < 1 strikt kleiner 1 mit d(7'(x),T(zZ)) < Cd(z, %) fur alle
x, & € X. Dann hat T genau einen Fixpunkt xg = T'zp in X. (Diesen Fixpunkt erhilt man etwa
als Grenzwert der Cauchyfolge (7T"x),>0 mit einem beliebigen Anfangswert x € X.)

ITII. Beweisen

Aufgabe III.1. (8 Punkte)
Zeigen Sie, daB8 das folgende Gleichungssystem eine eindeutig bestimmte Losung (z,y) € R? hat:
. +cos(z)
o= B
_ x+sin(y)
y = T4

Ich betrachte die reelle Ebene R? mit der /°~Norm | (2, ¥) |s := max{|z|,|y|}. Aus den Ubungsauf-
gaben wissen wir, dass R? mit dieser £°°~Norm ein Banachraum, also insbesondere ein vollstéindiger
metrischer Raum wird. Die Losungen des betrachteten Gleichungssystems entsprechen eins zu eins
den Fixpunkten der Selbstabbildung K : R? — R? definiert durch K (z,y) := (y+cgs(x), x+s;n(y)).
Andererseits sind cos und sin Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten 1 wegen |cos’(z)] < 1 und
|sin(z)| < 1. Infolgedessen ist K eine Kontraktion mit Kontraktionskonstanten 2 < 1:

ma] ly2 + cos(x2) — y1 — cos(x1)| |z2 + sin(y2) — x1 — cos(yl)]}

K - K =
|| (332,112) (xlayl) ||oo 9 ) 9

1 . .

< 9 max{|yz — y1|+| cos(z2) — cos(z1)], |r2 — z1]+|sin(y2) — sin(y1)|}
1 2

< §(|x2—x1|+\y2—y1]) < §|| (2,92) — (1, 91) |00

Als Kontraktion auf dem vollstéindigen, metrischen Raum R? hat die Kontraktion K einen eindeu-
tigen Fixpunkt (zg, y9) nach dem Banachschen Fixpunktsatz, also hat das obige Gleichungssystem
genau eine Losung (zo, yo).

Aufgabe III.2. (3 Punkte)

Beweisen Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung!

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung lautet: Ist eine Funktion f : [a,b] — R stetig und auf
dem offenen Intervall (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein £ € (a,b) mit

—a

Ich betrachte die Hilfsfunktion g : [a,b] — R definiert durch g(z) := f(z)— (f(a)—l—(a:—a)M).

b—a
Als Summe der auf [a,b] stetigen und auf (a,b) differenzierbaren Funktion f und eines linearen



Polynoms (das iiberall differenzierbar ist) ist g ebenfalls auf [a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar.
AuBlerdem gilt offenbar g(a) = 0 und g(b) = f(b) — (f(a) + (b — a)%g(a)) = 0. Nach dem Satz
von Rolle hat ¢’ damit eine Nullstelle £ in dem offenen Intervall (a,b). Fiir diese Nullstelle £ gilt
dann aber nach Konstruktion ¢'(§) =0 = f'(§) — ) f(a)

Die Aufgabe war so gedacht, dass Thr den Satz von Rolle zitieren solltet. Falls man sicherheitshalber
in der Klausur den Satz von Rolle nicht zitieren wollte, dann mufite man noch das im Beweis
benutzte Argument anfithren: Als stetige Funktion nimmt g auf dem kompakten Intervall [a, b] sein
Maximum und sein Minimum an. Sind beide Extrema gleich 0, dann ist g identisch gleich 0 und
g'(§) = 0 fiir alle & € (a,b). Ansonsten wird wegen g(a) = 0 = ¢g(b) zumindest ein Extremum von g
an einer Stelle £ € [a, b] ungleich a, b, also £ € (a,b) angenommen. Weil g in  nach Voraussetzung
differenzierbar ist, gilt ¢’(£) = 0.

Aufgabe III.3. (8 Punkte)
Zeigen Sie: Die im folgenden definierte Potenzreihe Jy(z) konvergiert auf ganz C:

00 52 4
Z /

Die Verfithrung dieser Aufgabe ist es, dass man das Quotientenkriterium direkt ausnutzen will,
weil es so schon einfach aussieht. Allerdings ist Jy eine gerade Potenzreihe und jeder ungerade
Koeffizient ist 0.

Ich betrachte statt der Potenzreihe Jy die Potenzreihe jo(w) := > .2, H k,Q Fiir festes w € C
konvergiert der Quotient zweier aufeinanderfolgender Summanden dieser Reihe
wk+1
G2 | _ vl
k - 2
w (k+1)

fiir k — oo gegen 0, also konvergiert jo(w) absolut fiir beliebiges w € C nach dem Quotientenkri-
terium. Speziell konvergiert dann auch Jo(z) = jo(——) absolut fiir alle z € C.

IV. Entscheiden

Lesen Sie die Aussagen jeweils sorgfiltigst durch, oft entscheiden nur Feinheiten
iiber den Wahrheitsgehalt! Jede richtige Antwort gibt einen Plus—, jede falsche einen
Minuspunkt, unausgefiillte Felder zihlen nichts. Die Punkte werden aufgabenweise
abgerechnet, wobei eventuell auftretende negative Endsummen vergessen werden.

Aufgabe IV.1. (4 Punkte)
Kennzeichnen Sie Funktionen, welche auf ganz C holomorph sind, mit H, und alle anderen mit N!
f(2) := exp(sin(z)).

L . exp(z)—exp(—z)
f(z) := tanh(z) := () Foxp(=2)

£(2) = exp(—Re ()? — Im (=)
Die in Teil III definierte Funktion Jy(z).

=] 2] [Z] [=



Als Verkettung der holomorphen Funktionen exp und sin ist die erste Funktion holomorph auf
C. Klar ist tanh holomorph dort, wo es definiert ist, leider hat tanh aber Pole an den Stellen
z = %, k € Z ungerade. Sobald Z auftaucht wie in Re(2)? + Im (2)? = 2%, ist eine Funktion
hochstwahrscheinlich nicht holomorph. Die Funktion .Jy ist durch eine Potenzreihe mit unendlichem

Konvergenzradius definiert, also auf ganz C holomorph.

Aufgabe IV.2. (4 Punkte)
Kennzeichnen Sie wahre Behauptungen mit W und falsche Behauptungen mit F.

E

Das Anfangswertproblem f'(t) = exp(t3)f(t) mit f(0) = 1 hat eine eindeutig bestimmte
Losung f: [0,00) — [0, 00).

]

Das Anfangswertproblem f’(t) = f(¢)3 mit f(0) = 1 hat eine eindeutig bestimmte Losung
f:[0,00) — [0, 00).

Das Anfangswertproblem f/'(z) = /f(z) mit f(0) = 0 hat eine eindeutig bestimmte Lsung
f: [0700) - [0,00)

= [

Folgendes Anfangswertproblem hat eine eindeutig bestimmte Losung (s, ¢, d) : [0, 00) — R3:

St = c(t)dt) s(0) =0
dt) =  —s(b)d(t) c(0) =1
d(t) = —Ls(t)e(t) d(0) = 1

Im ersten Problem ist K (,u) := exp(t)u bei beliebig gew#hltem T > 0 Lipschitz-stetig in wu fiir alle
t € [0,T] mit Lipschitzkonstante C' = exp(T3). Also existiert eine eindeutige Losung auf [0, T fiir
beliebig grofies T' > 0, damit auch auf [0,00). Die Losung ist iibrigens f(t) = exp( fg exp(u?)du).
Im zweiten Problem ist K(t,u) = u® zwar lokal Lipschitz-stetig in u in dem Sinne, dass es fiir
beliebiges U > 0 Lipschitz-stetig in v € [~U, U] mit Lipschitzkonstante 3U? ist, aber nicht global
Lipschitz—stetig. Tatséchlich explodiert die fiir kurze Zeiten eindeutige Losung f(t) = (1 — 2t)_%
zum Zeitpunkt ¢ = % Im dritten Problem ist K(t,u) = y/u iiberhaupt nicht Lipschitz—stetig im
Anfangswert v = 0, obwohl u — /u auf ganz (0, c0), aber eben nicht in v = 0, differenzierbar ist.
Tatséichlich hat das dritte Problem die beiden Losungen f(t) = 0 und f(t) = (3t)* = 1t

Das vierte Problem schliellich wurde in der Vorlesung intensiv behandelt, seine eindeutig be-
stimmte Losung t —— (sn(t), cn(t),dn(t)) definiert gerade die Jacobischen elliptischen Funktio-
nen sn, cn und dn. Davon abgesehen kann man sich zunéchst iiberlegen, dass fiir jede Losung
s(t)? 4+ c(t)? = 1 = s(0)? + ¢(0)? konstant in der Zeit ist. Damit ist aber die Ableitung |d’| < 1
beschréinkt und aus dem Mittelwertsatz folgt |d(t)| < %. Die so gewonnenen apriori-Abschétzungen
|s| <1, |¢] <1 und |d| < % besagen insbesondere, dass eine Losung nicht in endlicher Zeit explodie-
ren kann. Das ist zwar noch kein vollstindiges Argument, aber ein ziemlich sicheres Zeichen dafiir,
dass das vierte Problem eine eindeutige Losung auf [0, 00) besitzt.

Aufgabe IV.3. (5 Punkte)
In den folgenden Behauptungen ist E ein beliebiger komplexer Banachraum. Kennzeichnen Sie
wahre Behauptungen mit W und falsche Behauptungen mit F!

Jede differenzierbare Funktion f: R — FE von R in einen Banachraum E mit beschrinkter
Ableitung, also mit || f/(¢) |g < C fiir eine geeignete Konstante C, ist Lipschitz-stetig!

Die Funktion sin(¢) ist konvex auf [0, 7].



Die Funktion cos(t) ist konkav auf [-7, 5].

Wenn F : R?> — FE stetig ist und die partiellen Ableitungen Fj(x,y) := %(w,y) und
Fy(z,y) = %—f(z,y) existieren, so gilt fiir alle differenzierbaren, R—wertigen Funktionen a
und b auf R die Formel:

d
5 F@(®),6(1)) = d'(t) Fa(a(t), b(t)) + V' (2) Fy(a(t), b(2)) -
Wenn f : C — E holomorph ist, so ist die auf R? durch g(x,y) := f(x + iy) definierte

Funktion g total differenzierbar.

Konvex bzw. konkav ist eine Funktion genau dann, wenn die Flédche oberhalb bzw. unterhalb ihres
Graphen konvex als Teilmenge von R? ist. Die Fliche oberhalb des Graphen von sin auf [0, 7] ist
offenbar nicht konvex. Andererseits ist die Fliche unterhalb des Graphen von cos auf [%, 7] konvex,
also ist cos auf diesem Intervall konkav.

Die erste Antwort kann man ganz gut raten, ein formales Argument benutzt den Satz von
Hahn-Banach, der in der Vorlesung zitiert, aber nicht bewiesen wurde. Demnach gibt es zu allen
a, b € R, a < b, ein stetiges lineares Funktional o : £ — R mit o(f(b) — f(a)) = | f(b) — f(a) |E
und |a(e)| < |e|g fiir alle e € E. Die Verkettung a o f : R — R ist auf ganz R differenzierbar
mit (o f) = ao f/, weil f auf R ifferenzierbar ist nach Voraussetzung. Nach dem Mittelwertsatz

der Differentialrechnung gibt es also ein £ € (a, b) mit:

a(f(b) — f(a)) | f(6) — f(a) |

' _ _ = ! < ! <
(@0 £Y(6) - — of(©) < 17©1e < C
Ein Gegenbeispiel zu der vierten Frage liefert jede Funktion F : R? — E, die auf R? partiell
differenzierbar, aber nicht total differenzierbar ist, etwa F(x,y) = x;fyg fir (z,y) # (0,0) und

F(0,0) = 0. In diesem Beispiel existieren F, und F, iiberall auf R?, aber t — F(t,t) ist noch
nicht einmal differenzierbar in ¢ = 0! Die Sache sieht vollkommen anders aus, wenn zusétzlich
gefordert wird, dass F, und Fy stetig auf R? sind! Dann ist F nimlich stetig partiell und damit
total differenzierbar und die behauptete Formel gilt nach der Kettenregel. Die letzte Frage bezieht
sich auf die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen.

Aufgabe IV .4. (8 Punkte)
Kennzeichnen Sie wahre Behauptungen mit W und falsche Behauptungen mit F!

Jede kompakte Teilmenge eines Banachraumes E' ist beschrankt und abgeschlossen.

Wenn X ein beliebiger metrischer Raum und 7' : X — X eine kontrahierende Abbildung
ist, so hat T hochstens einen Fixpunkt.

Der Durchschnitt zweier konvexer Teilmengen eines Banachraumes E ist konvex.

Im Falle £ = R" ist die erste Aussage die eine Richtung des Satzes von Heine-Borel. Wenn man sich
an den Beweis erinnert, kann man leicht nachpriifen, dass das im Beweis benutzte Argument fiir
jeden Banachraum E durchgeht (die andere Richtung von Heine-Borel ist hoffnungslos falsch fiir
allgemeine Banachriume). Fiir die Beschriinkheit betrachtet man die Uberdeckung von E durch die
offenen Bille {e € E| | e|z < n} mit n € N, fiir die Abgeschlossenheit die Uberdeckung von E\ {x}
durch die offenen Bille {e € E||z—e |z > 1} mit n € N. Fiir die zweite Aussage nehmen wir einmal
an, dass es zwei verschiedene Fixpunkte z # Z von T in X gebe. Dann gilt * = T'(x) und z = T(Z)
und wir erhalten den Widerspruch d(z,z) = d(T(x),T(Z)) < d(z, ), weil T nach Voraussetzung
kontrahierend ist. Wenn in der letzten Aussage alle Punkte der Strecke (1 — t)z + tz, ¢t € [0,1],
sowohl in der ersten, als auch in der zweiten konvexen Teilmenge liegen, dann auch in ihrem Schnitt.



Zusatzfragen

Aufgabe V.1. (2+2 Zusatzpunkte)
Mit diesen Zusatzaufgaben kénnen Sie bis zu vier Zusatzpunkte erhalten!

Die in Teil III definierte Funktion Jy(z) ist eine Losung der Differentialgleichung

2Jy(2) + Jo(z) + zJo(z) = 0.

Es gibt genau eine stetige Funktion f : [0,1] x [0,00) — R, deren partielle Ableitung nach
der zweiten Variablen t existiert und stetig ist, so dafl gilt:

1
aa‘f(x,t) = /0 cos(x f(&,t))d¢E, f(z,0) = 0 fiir alle z € [0,1].

Die erste Frage ist stures Nachrechnen. Zur Erinnerung war Jy als Potenzreihe gerade, also sind
zJ{{, Jj und zJy alle ungerade. Weil Jy als Potenzreihe iiberall auf C absolut konvergiert, darf man
gliedweise differenzieren und erhélt:

20y (2) + Jo(2) + 2Jo(2)
_ i <( 1)k+1 (2k +2)(2k + 1) ( 1)k+1 2k +2 (_i)k1> 22kl

k=0 4 (k+ 1)1 4 (k + 1)!2 L2
N _1\k+1
= kzzo ((% +2)2k+1) + 2k +2) — 4(k + 1)2) ((kj-)l)!QZ%H
=0

Die zweite Frage spielt auf den Satz von Picard—Lindeléf an (und damit implizit wieder auf den
Banachschen Fixpunktsatz). Genauer betrachtet man das Anfangswertproblem fiir differenzierbare
Abbildungen F : [0,00) — C°([0,1]),t + (z —— f(=x,t)) gegeben durch die (autonome)
Differentialgleichung

0

Py = (@ ) = KEW)

mit K(F) := (x — fol cos(zF(€))d¢) und den Anfangswert F'(0) = (z —— 0). Weil cos Lipschitz—
stetig ist mit Lipschitzkonstante 1, ist auch die Selbstabbildung K : C°([0,1]) — C°(]0,1])
Lipschitz—stetig mit Lipschitzkonstante 1 wegen

1 1
|K(F) = K(@) loogony = miss | [ costor@)de — [ costati(e) de
1

< o [ cos(@F(©) — cos(aGle)) | de

1
< max / 2| F(€) ~GE)|de < |F—Gleogon
z€(0,1] Jo

und somit existiert eine eindeutige Losung dieses Anfangswertproblems fiir alle Zeiten [0, 00).



