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Aufgabe 1 ‘
Is sci K cin Korper und Ag € M(3x 3, K), .4 € M(2x3,K),A: € M2 x4, K).
Geben Sie alle Paare (7,7) € 3 x 3 an, fiir welcle das Produkt Al definiert ist,
und geben Sie fir jedes solche Paar an, wieviel Zeilen und wieviel Spalten dic
Matrix /4;A; hat. (Ohine Beweis!)

Aufgabe 2 . _ ,
Es sciecn ¢ : U — V und ¢ @ V — TV jeweils K -lincare Abbildungen; so -dab
¥ o ¢ cin Isomorphismus ist. Welche der folgenden Aussagen sind ohne weitere
Voraussetzungen richtig? (Ohne Beweis!) -

a) ¢ ist surjektiv xb) @ ist injektiv

) v ist surjektiv d) ¥ ist injektiv

¢) 9 ist cin Isomorphisirus ) ¢ ist cin Isomorphismus

Aufgabe 3 v
Sci n € N und (v;)icn cine Basis des K-Vektorraums V. Geben Sie an, welche der
fulgenden Aussagen ohne weitere Voraussetzangen richtig sind. (Ohne Beweis!)
a) Vst endlich-dimensional
b) dimV =n. ‘ ’
¢) Bssciw € V,w # 0. D ist (eg, ... y Uy, w) lincar unabhiingig.
d) Sci w € Vyw # 0. Es gibt cin k < n, so dal dus Bystem (wi)ign
lincar unabhiingig ist Ilierbei ist w; = v; fiir j <n und j # £k,
sowie wg = w.
Aufgabe 4 v .
Sci ¢ : V — WV cine injektive lincare Abbildung zwischen endlich=dimensionalen
Vektorriinmen. Geben Sie—oline Beweis—an, welche der folgenden Aussagen oh-
ne weilere Vorausscetzungen richtig sind.
a) dimV =dimW
b) dimV < dimi
c) dimKerng >0
) Zu jedem v € V existiert genau cin w € 1V mit o(v) = w
1) Zu jedem w € 1V existiert genau cin v € V mit ¢(v) = w

Aufgebe 5 J ’
Es sei n € N und V cin n-dimeusionaler K=Vekiorraum. Ferner sei ¢ cin Endo-
morphismus von V und A, B szien Basen von V. Zeigen Sic:

ME(@) M (p) = B = ¢* =idy.
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Aufgabe 6 v ConmnT _
Bestimmen Sie die Losungsmenze des folgenden Gleichungssystems ither Q, und

. beweisen Sie Thre Antwort.
lzg 4.3, + 3z + 3z =1
lag + 02, + 122+ 323 =1
Qwo + 01y + 229 + Gy =2
42‘0 -+ 0:13] -+ JILI + 1‘2.173 = 4

Aufgabe 7 v
Uberfiihren Sie die folgende Matrix iiber 1" = Z/7Z durch clementare Zeilenum-
5
formunyeen in Zeilenstufenform. Geben Sie dabei jeweils an, welche clementaren
D ¥
Umlormungen verwendet werden. Um liistige Schreibarbeit zu sparen, vercinba-
ren wir fiir diese Aufgabe, dall cine ganze Zahl m € Z dic Zahl m + 72 € Z[7Z

hedeutct.

2 2 4 |
3000
3123
3153
001 2

Aufgabe 8 v
Sei w € S, cine belichige Permutation der Merge 7 und V cin K-Vektorraum

mii cinor Basis A = (1)ica. Fit - dic lincare Abtildung F € Eud (V) gelte

n=1 n--1{

T N

Iz (.'.,_: Aivi) = > Ai Pn(i)-
1=0 i=0

Bestinmmen Sie (mit Beweis) dic Matrix Ma(F).

Aufgabe O .

Sei V cin endlich-dimensionaler [-Vektorraum und U, Uy, Uy scien Unterviume
vou V. Ferner gelte V = Uy -+ Uy, UynU,={0} =U0nl, und dimU = dimU,.
Zcigen Sie: Es gibt cine lincare Abbildung ¢ : Uy —> Us, so dall '

U={veV|uelh:v=u+t e(w)}.
(Hinwe's: Schrcibe w € U als uw = uy 4 up mit u; € U:.)

Auflgabe 10 —
Es sei V cin endlich-dimensionaler K-Vektorraum und A = (vi)ica cit System
von Vektoren von V. Zeigen Sie: Genau dann ist A cine Basis von V, wenn fiir

jeden F-Vcktorraum IV und jedes System (wi)icn von Vektoren von 1V genau
cine lincare Abbildung ¢ € Hom x(V, V) existicrt mit @(v;) = w; fiir alle i < n.
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Aufgabe 11 L T :

Seien U, V,W jeweils endlich-cimensionale K-YVektorraume, ¢ € Hom (U, V)

und ¢ € Homg(V, V). Ferner sei ¢ injektiv und ¥ surjektiv, und es gelte

Kerny = Bild . Zeigen Sie: Es gibt p € Hom i (W, V) und o € Hom x(V,U), so

daB gils: .
: Yop=idy, cop=idy und Xerno = Bild p.

(Hinweis: Wihle Basis von IV, wihle dann p gecignet. Dies legt o fest.)

Aufgabe 12
Sci V ein K-Vektorraum. Darn ist bekanntlich auch £ := End (V) ein K-
Vektorraum. Fiir cin belicbiges ¢ € E bezeichne Ly, dicjenige Abbildung von E

nach £ mit
Lo($) = o

Zcigen Sie, daB L, ein Endomerphismus von [ ist.
Sci ferner vorausgesetzt, daB V ein 5-dimensionaler K -Vektorraum ist. Gibt es
ein ¢ € E, so daB der Kern von L, cin 7-dimensionaler Unterraum von E ist?
Beweiszn Sie ihre Antwort. ‘



