Klausur Lineare Algebra I, WS 2005/2006
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Mit R ist der Korper der reellen Zahlen gemeint, Q ist der Korper der rationalen
Zahlen, und N = {1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

koo sk skook sk okok ok skokook sk skook sk skok sk skokook sk skok sk kok skoskokosk sk skok sk skok skokokosk sk kok skokok skokoskoskoskokok skokok skokoskoskoskokokskokok

Aufgabe 1
(24+14+1+1+1+1)

Gib jeweils an, welche Aussagen RICHTIG sind. Pro Aufgabe konnen
mehrere Optionen richtig sein. Schreibe z.B.

(c): A, C
wenn Du denkst, daf3 in Aufgabe 1 (c) die Optionen A und C richtig sind.

(a) Welche der folgenden Teilmengen von R? sind linear unabhéngig?
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(b) Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Der Rang von f ist dann gleich
dim Kern(f)
dim Bild(f)
dim V
D] dim W

(c) Sei V ein 6-dimensionaler Vektorraum. Fiir welche 0 < d < 4 gibt es Unterrdume
U und U’ von V mit dim U = dim U’ =4 und dim (U NU’) = d?

[A]0,1,2,3,4
B]0,1,2
C| 23,4

(d) Sei V' ein Vektorraum.



Jede Teilmenge einer linear unabhangigen Teilmenge von V' ist wieder linear
unabhangig.

Jede Teilmenge einer linear abhangigen Teilmenge von V' ist wieder linear
abhangig.

Besitzt V' ein unendliches Erzeugendensystem, so sind alle Basen von V/
unendlich.

(e) Sei V' ein Vektorraum der Dimension n.

Jede linear unabhangige Teilmenge S C V' hat mindestens n Elemente.
Jede linear unabhangige Teilmenge S C V' hat genau n Elemente.
Jede linear unabhéngige Teilmenge S C V' hat hochstens n Elemente.

(f) Welche der folgenden Teilmengen von R? bilden einen Unterraum?
{(g) € R3 | xyz:O}
{(‘%5) €R3|x+y—z:O}
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Aufgabe 2
(2+2)
Sei f: V — V ein Automorphismus, und sei A ein Eigenwert von f.

o Zeige, dal \~! ein Eigenwert von f~! ist.
o Zeige, daB V(A f) = V(AL 1),

Skoske sk skosk sk skosk sk ks skoske sk sk sk sk skosk sk skosk skoske sk skoske sk skosk sk skosk skoskeosk skoske sk skosk sk skosk skoskosk skoskeosk skoske sk skosk sk skosk skoskoskoskoskoskoskok skok sk
Aufgabe 3
(4)
Sei f: Q" — Q™ eine Abbildung mit f(v +w) = f(v) + f(w) fir alle v,w € Q™.
o Zeige, dafl f eine QQ-lineare Abbildung ist.
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Aufgabe 4

(5+2+3)

Sei RY der R-Vektorraum aller Folgen (a,),>; reeller Zahlen, und sei
f: RN — RN

die Abbildung, welche definiert ist durch f((an)n>1) = (ans1)n>1- (Das heifit eine
Folge (ay,as,as, ...) wird von f abgebildet auf die Folge (as, as, ay, . ..).)

e Bestimme alle Eigenwerte von f.



e Beschreibe die zugehérigen Eigenrdume (z.B. durch Angabe von Basen).

Nun sei
g: RY — RN
die Abbildung, welche definiert ist durch g(aq, as, as,...) = (0,a1, az, as, .. .) fiir alle
(an>n21 ::(al,ag,ag,...) € HRN.
e Bestimme alle Eigenwerte von g.
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Aufgabe 5
(3+4)
Seien
123 01
A=[45 6)eMBR) wd B=|] - T | |[eM4R)
T8 0 1 1 -1

e Berechne die Determinante und gegebenenfalls das Inverse der Matrizen A
und B.
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Aufgabe 6
(3+1+3+2)
Sei
2 0O 0 O
-2 2 0 2
A=11 0 2 o0
2 -1 0 -1

eine Matrix in M(4,R).
e Berechne das charakteristische Polynom von A.
e Berechne die Eigenwerte von A in R.
e Berechne Basen der Eigenraume von A.
e Ist A diagonalisierbar?
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Aufgabe 7
(34+3+3)

Sei f: R? — R? ein Endomorphismus, welcher definiert ist durch

/6)-C2)



4

fur alle (Z) € R2.

e Bestimme die Koordinatenmatrix cZ(f) von f beziiglich der Basis

#=((0)6)

e Bestimme die Koordiantenmatrix c&(f) von f beziiglich der Basis

O

e Konstruiere eine Matrix S € GL(2,R) (und auch S™') mit
SICB()S = ().
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von RZ2.

Insgesamt gibt es 7+4 4+ 4+ 10+ 7+ 9 + 9 = 50 Punkte zu gewinnen bzw. zu
verlieren.

VIEL ERFOLG!



