Klausur zur Linearen Algebral am 7.2.98 , 9-12 Uhr

1 V seiein (n+1)—dimensionaler K—Vektorraum, {vi--e-;¥n} C V linear unabhingig, und
v = ayVi+ .... + an Vo . Welche der folgenden Aussagen ist wahr?
1) (1P) {vy....,Vn,v} ist Basis von V fiir geeignete ayy....;0n € K .
2) (1P) {viy----,Vn,v,w} ist Basis von V fiir geeignete ay,....,on € K und we V.V

v

\/ 2 (1P) V sei der reelle Vektorraum der auf R definierten reellwertigen Funktionen.
Gibt es eine nichttriviale lineare Abbildung F:R$5—V ?

3 V,W seien K—Vektorriume (nicht notwendig endlichdimensional) und F € Hom(V,W) .
1) (2P) Nehmen wir an, dai dim F(U) = dim U gilt fiir alle endlichdimensionalen U C V.
Ist F dann surjektiv? Ist F dann injektiv? /
2) (1 P) Welche Voraussetzungen an V,W garantieren: Wenn F surjektiv ist, dann auch

injektiv.

4 VW seien endlichdimensionale K—Vektorrdume, F € Aut(V), G € End(V) , H € Hom(V,W) .
Welche der folgenden Aussagen ist immer wahr?

v1) (2P) F2—F ist genau dann invertierbar, wenn F nicht den Eigenwert 1 besitzt.
v2) (1P) ImFall dimW =dimV ist HF invertierbar.

+/'3) (1P) Wenn HF invertierbar ist, so auch FH.

./ 4) (2P) Ist G5=F,soist G invertierbar.

45) (3P) Durch ¢(G):=FG wird ® ¢ End(End(V)) definiert mit det ® #0 .

5 Seien A € GLg(R), B € Mg(R), V ein 8—dimensionaler R—Vektorraum mit Basen 0,20 und
F:= L;%(A) . Welche der folgenden Aussagen ist immer wahr?

v'1) (1P) F ist injektiv.

v'2) (1P) F ist surjektiv.

~"3) (1P) Fie Aut(V)

" 4) (1P) Das Gleichungssystem 'A x = O, x € R®, ist 10sbar mit einem Vektor x# O .
.5) (1P) detB=0 2 det(AB)=0

~/6) (2P) det B=0 » det(A—B)=det A

7)) (1P) det(—A)=det A

6 Sei dim V=n und F ¢ End(V) nilpotent.
1) (1 P) Wieist diese Eigenschaft von F definiert?
.~ 2) (1P) Ist F invertierbar?

/" 3) (2P) Zeige (1,-F)¢ Aut(V) und bestimme (1,~F)t. TIP (1, F)(A+F+F2A .. )="7

{ Zeige:
1) In m—dimensionalen K—Vektorraumen V gilt:
.-a) (2P) Fir pe Hom(V,K), p# O, ist dim Kern ¢ = m—1 (Kern ¢ ist eine Hyperebene).
~.b) (3 P) Ist UcV eine Hyperebene, so gibt es ¢ € Hom(V,K) mit U = Kern ¢.



i

2)pa) (2P) Ist neKm,n¢ 0,50 definiert die Gleichung n-x = 0 eine Hyperebene in Km .
b) (3P)  Jede Hyperebene U in K= wird durch eine Gleichung der Form n-x = 0
beschrieben, wobei n € Km ,n# 9O.

v 3) (3P) Ist neKm,n-n#0,N dervon n aufgespannte Unterraum und
E:={xe€Kn|n-x=0},s0gilt Kn=NeE.

8 .1) (2 P) Warum kann N:= {[(1) ?] , [(1) :)] , [S g]} Cc My(€) zu einer Basis von My(€)
erginzt werden?

& 2) (5P) Bestimme alle Matrizen, die N zu einer Basis von Mjy(C) ergénzen.

9 Seien A,B e My(K).

1) (1P) Wennin K ein X #0 existiert mit AB=)E,,gilt dann auch BA=XE,?
v2) (1P) Wenn AB =9 und A € GLy(K), gilt dann auch BA=97
+3) (2P) Wenn AB=9,gilt dannauch BA = 017
'4) Was folgt fiir det A, wenn

“a) (2P) mehrals n2—n Elemente von A Null sind?

b) (1P) n2—n Elementevon A Null sind?

¢) (1P) A+9D,B#9D und AB=97

0
0

*
10 A= € Mp(K),A# 9.
0 o
‘1) (1 P) Berechne A™.
.2) (3P) Warum kann A nicht diagonalisierbar sein? TIP Was wire, wenn ....
.'3) (1P) Bestimme alle x € K» mit Ax=x.

1 2 3 4
: 8 7 6 5| _q
) 5 6 7 8

12 Fir U = {a,az,23} CR® gelte aj-aj= {(1)::; '

Auflerdem sei A := [al az aa] und F(x) := agx(axx) + azx(axx) fir x € R3.
/1) (3 P) Warum ist U eine Basis des R*? Warum ist F € End(R3)?

.'2) (8 P) Berechne: |a;+ az| ,A?,rang F,det F, M%(F) ,tr F
3
, ?

v3) (2P) x-y— ) (3-x)(aj-y) =..... fir xyeR

=t

13 3P) U = {vy,....,vn} sei Basis von K" und es gelte vi-vj = {é ' i:j .
n

o Zeige trF = 2 vj-(F v;) firalle F e End(V).

i=t

'\.f'114' (4 P) Seien A € M(m!n>K) ) BaC € M(n,m1K) ’ AB= Em ) CA= En . Was fOlgt daraus?



-1 0 0
15 x,:= [1] , X9 1= [1} ,x3:=[0] € R®
1 1 -1

1
_ 1) (3P) Wieviele A € Ms(R) gibt esmit Axj= |0} fir j=1,2,37
0

v 2) (2P) Bestimme rang A .
- 3) (2P) Berechne A.

1 1 0
16 (6P) A=|0 2 1|eM;R) ist genau dann diagonalisierbar, wenn a ...
0 0 a

ab b2 0 1
€ My(R) . Berechne B ,sodal A =B Bl.

v 17 (5 P) Sei a#O,A:=[
0 0

a2 -ab

ay by
18 (5P) a= [ag} €R? und b= [bg} € R3 seien orthogonale Einheitsvektoren,
ag bs

)

£y

r2a1 3b; (asbza3ba)
A= |2a; 3by (asbrasbs)| € M3(R) . Berechne det A und A1,
\/P
[2a3  3b3  (ajbzragby)
(0 0 0 01 00 0)
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0 0000O0O0T10
_{oo0oo0oo000 01
19A=17 000000 o M(®
01000000
001 000TUO00O
(0 00 1000 0] ,
v v

~ . ‘
1) (9 P) Berechne det A, A?, A™ und o(A) .
'2) (8 P) Zeige, daB A diagonalisierbar ist und bestimme B, B-t und eine Diagonalmatrix D,

soda8 A=BDB-.
TIP fiir Bt: B?=...

20 Welche der folgenden Mengen von Matrizen bildet eine Gruppe (mit der Matrizenmultiplikation

als Gruppenoperation)?
v1) (1P) My:={AeMy(K)|detA=0}
.2) (1P) My:={AeMyK)|det A=1}
.3) (2P) M;3:={ A e My(K) | det(A4) =1}
und b :=

- N W
[ I R = Y e ]

1
\‘/'/21 (7 P) Gegeben sind 3 Vektoren des RY: ap:= g ,ag:
4

Bestimme den Abstand d von b zu U := Span{a;as} , also
d=inf{ [b—(x1a1+ x232)| | x;,2€R}.

TIP Gauflsche Normalgleichungen



