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Abgabe der Losungen: 1@ 06. in der Vorlesung
Abgabe der Programmwraufgaben 12.06.-16.06. im CIP-Pool
Aufgabe 1 (GauB-Lobatto Quadratur):

a) Fur festes &, § > —1 betrachten wir auf C([-1,1]) die Bilinearform
1
(f.9)= f (@@ -2)°(1+2) da.
Man zeige, dass die Jacobi-Polynome P,E“vﬁ),
o 8 pla.p) (=" a i i
(1 =2)"(1 +2)° PR (a) = "= (1 —2)* (1 4 2],

2nnl dgn
orthogonal beziiglich der obigen Bilinearform sind.

| b) Wir betrachten nun die numerische Integration auf dem Intervall [-1,1]. Man bestimme 2n Freiheits-
grade wy,...,wpn und 1,...,Zy—1, so dass die Quadraturformel

Qn(f) =wof(-1) +wnf(1) + Zw,

zu dem Polynomraum IIz,_; (d.h. alle Polynome vom Grad maximal 2n — 1) interpolatorisch ist.

c) Bestimmen Sie die Stiitzstellen und die Gewichte explizit fiir n = 3.

10 Punkte

S—— Aufgabe 2 (Mehrdimensionale Quadratur): Wie betrachten nun iterierte Integrale der Form

d(z)
/ f f(ey) dy d.
e(x)

Tier hangen also die inneren Integrationsgrenzen ¢ und d von der #uBeren Koordinate z ab.

a) Geben Sie die Produkt-Trapezregel zur Berechnung dieser Integrale an.

b) Berechnen Sie 7 néherungsweise mit der Produkt-Trapezregel und der Produkt-Simpsonregel durch
Integration iiber den Viertelkreis. L 3} (x)

\ V1i—z%
: -,-r::-::d// 1dydz .

6 Punkte
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Aufgabe 3 (Monte-Carlo): Ein Monte—Carlo Verfahren mit N Punkten liefert fiir ein mehrdimensionales
Integrationsproblem mit Dimension d
1) = [ fx)dx
[0.1]¢

wobei x = (z1,22,...,z4) die folgenden Resultate:
N | 100 | 1000 | 10000 | 100000
T | 15.78543 | 15.71406 | 15.69174 | 15.68612 A

i ) ~ <
a) Wie grof ist wohl jeweils der Integrationsfehler? I'} L ( _P) i Q(f / ,’f o ) 4

b) Wie viele Funktionsauswertungen sind wohl notwendig, um das Integral auf 5 Stellen genau zu berech-
nen?

c) Angenommen, obige Ergebnisse wurden nicht durch ein Monte-Carlo Verfahren sonden durch die
Produkt-Trapezregel ermittelt. Wie grof} ist die Dimension d?

d) Die Funktion f(x) sei jetzt zwar stetig, aber nicht differenzierbar (sie habe z.B. einen Knick). Welches
der besprochenen numerischen Integrationsverfahren wiirden Sie verwenden, wenn die Dimension d =
100 ist?

6 Punkte ~—

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe): Schreiben Sie folgende Programme:

a) Ein Verfahren zur Berechnung des Integrals einer gegebenen eindimensionalen Funktion im Intervall
[a, b] mit Hilfe der Simpsonsumme mit Maschenweite (b—a)/n. Die zu integrierende Funktion sei dabei
als eine separate Unterroutine gegeben.

b) Das adaptive Verfahren mit dem auf dem Ubungsblatt 7 in Aufgabe 4 behandelten Verfeinerungskri-
terium mit Fehlertoleranz e.

Betrachten Sie die drei Integrale

L(f)

I

[ e
B(f) = [ osinta)ds,

0

3
h() = [ exp(3a)d

¢) Berechnen Sie I}, I, und I3 numerisch mit dem Programm aus Aufgabenteil a) fiir n = 1,2,4,8, 16.
Geben Sie jeweils die Zahl der Funktionsauswertungen, den berechneten Integralwert und den Integra-
tionsfehler aus.

d) Berechnen Sie I, I» und Iz numerisch mit dem adaptiven Verfahren aus Aufgabenteil b) fiir ¢ =
0.1,1072,1073,104,10~5. Geben Sie jeweils die Zahl der Funktionsauswertungen, den berechneten
Integralwert, den geschiitzten und den exakten Integrationsfehler aus.

e) Plotten Sie die Anzahl benéstigter Funktionsauswertungen gegen den Integrationsfehler in drei Plots
(fiir I;, I und I3). Verwenden Sie eine doppelt logarithmische Skala.

15 Punkte




