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Chapter 1

Einfiihrung

1.1 Voraussetzungen
Grundlagen Gruppen- und Ringtheorie: Normalteiler, auflésbare Gruppen, Ringe:
Teilbarkeitstheorie, Teilbarkeitstheorie, Sylov-Stéze, Gruppenaktionen, irreduz-

ible Elemente, Primelemente, faktorielle Ringe, faktorielle Ringe, Ideale, Fak-
torringe

1.2 Inhalte und Motivation

Von je her war das Losen von Gleichungen eine der Ziele der Mathematik.

e Lineare Gleichungssystem sind Systeme von Gleichungen der Form
n
2 i Xj = b;
j=1

mit n € Nund 1 <i<m €N und a;;,b; € K Korper. Die Theorie zu diesen
Gleichungen wird in der Linearen Algebra thematisiert. Dazu werden
(aber nicht notwendigerweise) abstrakte Konzepte wie Vektorrdume und
lineare Abbildungen eingefiihrt.

o Weiterhin interessiert man sich fiir die Nullstellen von Polynomen in einer
Variablen. Also find X, so dass f(X) =0 fir f € K[X]. Ein Beispiel fiir
so ein Polynom ist: X° -4X +2 € Q[X]. Die Antworten dazu liefert die
galois-Theorie und die Theorie der Kérpererweiterungen.

o Differentialgleichungen kénnen mit Werkzeugen der Analysis angegangen
werden

o Polynomiale Gleichungen in n Variablen f1,..., fm € K[X1,...,X,] finde
x € K", sodass f;(x) =0 Vi. Diese Gleichungssystem behandelt man in
der algebraischen Geomerie.
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1.3 Konvention

Im folgenden ist K immer ein Korper und K[X ] der Polynomring in einer Vari-
ablen und K[Xj,...,X,] fir den Polynomring in mehreren Variablen. Weiter-
hin bezeichne A ¢ B die Teilmengenbezichung und A c B die echte Teilmengen-
beziehung.




Chapter 2

Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal

2.1 Was heif3t "‘Konstruktion mit Zirkel und Lin-
eal"’?

& := Zeichenebene. Sei M ¢ & nicht-leere Teilmenge, G(M) die Menge aller Ger-
aden, welche mindestens 2 Punkte aus M enthalten und K (M) die Menge aller
Kreise, deren Mittelpunkt in M liegen und deren Radien genau den Absténden
jeweils zweier Punkte in M entsprechen.

M' ist die Menge aller Punkte in & welche man aus M durch einmalige
Anwendung einer der folgenden Operationen erhélt:

a) Schnitt zweier Gerade aus G(M)
b) Schnitt einer Geraden aus G(M )mit einem Kreis aus K (M)
¢) Schnitt zweier Kreise aus K (M)

Definiere induktiv My := M fiir n > 0. Sei M,, schon definiert, dann setze
M,,+1 == M. Damit erhalten wir

M=MycMyc...cM,c...

und definieren

die "Menge aller aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte".

Bemerkung 2.1.1. a) Sei P € M also IneN: Pe M,, und man erhalt P
aus M durch endlich viele Anwendungen der Operationen.

b) Es gilt (M)’ = M. Bei der Konstruktion von P € (M) verwenden wir nur
endlich viele Punkte aus M. Diese liegen fir ein gentgend grofies n € N
in einem M,,. Also P e M, .1 € M.
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2.2 Klassische Konstruktionsprobleme

Delische Problem der Wiirfeldopplung Zu einem gegebenen Wiirfel soll
einWiirfel mit doppeltem Volurgen konstruiert werden. Gegeben M =
{Py, Py} c €. Frage: PP2¥/2¢€¢M.

Dreiteilung des Winkels Zu einem Winkel mit Offnung ¢ soll ein Winkel
mit Offnung % konstruiert werden. Gegeben M = {Py, Py, P3}

Quadratur des Kreises

Konstruktion von regulidren n-Ecken Sein > 2und M = {Py, P»} fiir welche
n lasst sich ein @ finden. Die "‘alten Griechen": n = 2,3,5 und der 18-
jahrige Gauf}: n = 17.

2.3 Algebraisierung des Konstruktionsproblems

Im folgenden ist die Zeichenebene & wechselweise R? oder C. Eine Teilmenge
M € C heifit "‘Zirkel-und-Lineal-Anfangsmenge" (ZLAM) falls gilt, dass 0,1 ¢
M.

Satz 2.3.1. Sei M eine ZLAM, dann ist M ein Teilkérper von C.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass Yz, 25 € M gilt, dass z1+29,21 22,2122 €
M und fiir z5 # 0 gilt, dass j—; ¢ M. Die Summe liBt sich durch schlagen
eines Kreises mit Radius |z1] um 22 und eines Kreises mit Radius |z2| um 29
nachweisen. Um zu zeigen, dass fir zo € M auch —Zz9 € M betrachtet man
die Gerade durch zo und die 0, schlige um 0 einen Kreis mit Radius zo und
betracchtet den zweiten Schunittpunkt davon. Dann ist zq — 29 = 21 + (=22) €
M. Gegeben r1,72 € R c C in M zunichst zeigen wir, dass ry - 79 € M. Sei
g € G(M),z € M mit z € g. Daraus lésst sich eine Senkrechte zu g durch z

X

konstruieren. Der Strahlensatz liefert, dass das Produkt enthalten ist: e TTQ

Sei nun zy, 2y € M und z; = rj(cos(¢;) +isin(p;)) = ;€' fir j € {1,2}. Nun
ist bekannt, dass z1 - 29 = rira(cos(¢1 + ¢a) + isin(¢; + ¢2)). Dazu schlagen
wir r; auf die reele Achse nieder und haben mit vorhergehender Uberlegung
gezeigt, dass r1 - 19 € M. Letzendlich gibt es fiir z5 # 0 die Darstellung % =
%(cos(—@) +isin(-¢3)). Wieder mit Strahlensiitzen zeigt man, dass 5" € M.
O

Bemerkung 2.3.1. Angenommen z € L = Ko(wy, ..., wp) € M (M cC,0,1¢
M,Ky = QM u M),wi € Ko,wl,, € Ko(wg,...,w;)). Dann: 3z1,...,2m €
M u M und Gleichungen

fi(21, 0 2m W1, Wis1

K =
g Gi (215003 Zm W50 Wit
1<i<n-1
s = fGLEzmwnwa)

(2150002, W50, W)

wobei f,g, fi,g; Polynome tiber Q sind. Kennt mman diese Gleichungen, so
liefern sie ein explizietes Konstruktionsverfahren fir z (mit Zirke und Lineal).
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Definition 2.3.2. Sei K ¢ C Teilkorper.
VE = (VE] 2 < K}
Definition 2.3.3.
Ko = Ko(VKn) 120
Corrolar 2.3.4. Sei Ky =Q(Mu M)
a) M = Unso Kn
b) M = Nky<r<C wnd L ist quadratisch abgeschlossen L

Beweis:

a) Sei M quadratisch abgeschlossen und Ko ¢ M dann gilt U, K5 © M.
Umgekehrt: Sei z € M und

fl, e 2w, wy)
9(Z15- ey Zmy W,y .o Wy
wie oben. Dann ist z € K,, = "enth”. TODO:

b) Sei K¢ € L ¢ C mit L quadratisch abgeschlossen, dann gilt K, € L Vn und umgekehrteenahlten

somit M ¢ L und mit 1 folgt dann M c L. Also Ko € M cC also "enth". TODO: enthalte
OSei McC,0,1e M und z=a+ibeC.

M := "Koordinaten der Punkte aus M”

Es gilt z € M < “Man erhilt @ und b aus den Elementen von M durch
wiederholtes Anwenden von +, —, -, : und /"

Beispiel 2.3.5. M = {0, 1} hier lassen sich “Quadratur des Kreises” und “Wiir-
feldopplung” formulieren.

Beispiel 2.3.6. Konstruktion des reguldren 5-Ecks. M = {0,1},2 = z5 =
e/ Ist nun z e M ?

0 = 2°-1=0:-1D)E'"+22+22+2+1)=0
= 0 = 22+28+22+2+1
= 0 = 22+2(2+22+1)+1
(z+21)2=2242242=22+23+2=-(z+271)+1

7?7
= (z+2 )2+ (z+27H)-1=0
mit X = (z+271) ist also X2+ X —1=0 und somit
1
z+z’1:—§(1—\/5)
und dann 1
z2+z3+1:§(1—\/3)
Nun folgt mit 77
1
Z2+§(1—\/5)z+1:0

1
z:Z—l(ﬁ—u -10-2V/5

Dies ist ein explizite Konstruktionsvorschrift des regelmdafigen 5-Ecks.
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2.4 Losungsformeln fiir Polynome
Sei f=3%",a;X" e C[X] dann ist f nach dem Fundamentalsatz der Algebra
Darstellbar als f =[]}, (X - C;) wobei ¢; € C.

Problem: Kann man die Nullstellen ¢; durch die Koeffizienten ay,...,a,
“ausdriicken”?

Beispiel 2.4.1. a) Firn =2 ist die “p-q-Formel” eine Losung des Problems.
b) a3 # 0 sei das Polynom
a3X3 + a2X2 + alX +ag = 0

gegeben, substituiere X — X — % und erhalte

X3 4pX+q=0

Diese Gleichung hat
D = —(4p° + 27¢%)

A = W—%cﬁ—% -3D

A = 3—27q—% -3D

als Diskriminante

So gewdhlt, dass A- B =-3p und z3 = e = %(—1 +v-=3). Damit ergeben
sich folgende 3 Losungen

xr1 = l(144-3)
vy = =(25A+23B)
r3 = 5(23A+Z§B)

¢) Fir n =4 verlduft dhnlich.

Definition 2.4.2. Sei K ¢ L Korpererweiterung, dann ist L eine Radikalerweiterung
von K, falls gilt:

a) wy,...,wy, € L mit L=K(wi,...,wy,)

b) Iry,... 22 mit wit € K, wiii' € K(wi,...,w;) Vi

Man sagt dann “L entsteht aus K durch sukzessive Adjunktion von Wurzeln”.

Definition 2.4.3. Sei f = Y1 ya; X" € K[X] ein Polynom. Die Gleichung f =0
ist “(iiber K) durch Radikale auflosbar” falls 3K < L Radikalerweiterung mit:
f hat eine Nullstelle in L.

Bemerkung 2.4.4. Jedes Polynom f € Q[X] vom Grad <4 ist (iber Q) durch
Radikale auflosbar.
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2.5 Korpererweiterungen

Sei K ¢ L eine Korpererweiterung,.
Notation 2.5.1. Schreibweise: L/K
Bemerkung 2.5.1. L ist ein K-Vektorraum.

Definition 2.5.2. z € L heifit algebraisch iiber K falls 3f € K[X] - {0} mit
f(x) =0 sonst heifit x transzendent iber K.

Beispiel 2.5.3. L =C, K =Q liefern uns “algebraische Zahlen” und “transzen-
dente Zahlen’.

Bemerkung 2.5.4. Die Menge aller algebraischer Zahlen ist abzihlbar.

Beweis: Q" ist abzéhlbar und steht in eins-zu-eins-Relation der Polynome
vom Grad <n - 1. O

Definition 2.5.5. Sei x € L algebraisch tiber K. Das Minimalpolynom von x
/K

tber K (Schreibweise: my
Grad, welches x als Nullstelle hat. [x: K] := deg m;/K. Wenn z € L transzendent

=m, (X)) ist das normierte Polynom vom kleinsten

tber K ist, so ist mfg/K =0 un [z: K] :=o0.
Beispiel 2.5.6. a) [z:K]=1<ze¢K
b) [¥2:Q] =3 (mit Eisensteinkriterium) und m%Q%.

Definition 2.5.7. Sei L/k Korpererweiterung. Die Dimension des K - Vektorraums
L heifit Grad von L/k. Schreibweise: [L: K].

Definition 2.5.8. L ist algebraisch tiber K falls alle x € L algebraisch tiber
K sind. “I/k ist eine algebraische Korpererweiterung”. Andernfalls ist L eine
transzendente Korpererweiterung.

Bemerkung 2.5.9. R/, Clg sind transzendente Korpererweiterungen und C/r
ist eine algebraische Korpererweiterung, denn z = a + ib ist Nullstelle von X? —
20X + (a® +b?) e R[X].
Wissen:
. [Q(V2:Q]=3 ;tA2l Vi also ist die Wiirfeldopplung mit Zirkel und Lineal
unmoglich. (z e M = [Ko(2): Ko] =2', Ko = Q[M u M]
o (Lendemann 1882) 7 € C ist transzendent iiber Q.

/T ist transzendent. Q ¢ Q(7) € Q(y/7) und [Q[7] : Q] = oo und wegen
der Gradformel ist dann [Q(y/7) : Q] = oo # 2! VI und die Quadratur des
Kreises ist nicht moglich.

o Dreiteilung des Winkels: M = {0, 1,e'}. Frage: z = e e M? Was ist

also[KO(e% : Ko)? Sei Ko =Q(*) und f:= X3 - €™ ¢ Ko[X] und e ist
Nullstelle von f. Ist f irreduzibel iiber Ko7 Mogliche Fille:

. 1 fiirze M
[Ko(e®):Ko]=4 2 firzelM
3 fur Z¢M

Bemerkung 2.5.10. Allgemein gilt nicht, dass aus 0,1 € M ¢ C mit [Ko(z) :
Ko] =2" sofort z € M gilt.
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2.6 Algebraische Korpererweiterungen

Definition 2.6.1. Sei L/k Korpererweiterung und aq,...,a, € L. Dann ist
Klay,...,a,] der von {ay,...,a,} erzeugte Unterring von L iber K.

Bemerkung 2.6.2. Sei K[X;,...,X,]| der Polynomring in n Variablen. Sein :
K[X4,...,X,] = L der Ringhomomorphismus, welcher durch X; — a; definiert
ist. Nun ist aber K[ai,...,a,) = im(n) welches im Allgemeinen nicht gleich

K(ala BN an) = rjU Unterkérper, mit a;eU

Definition 2.6.3. Eine Korpererweiterung L/k heifst endlich erzeugt, falls
Jai,...,apn € L: L=K(ay,...,a,)

Bemerkung 2.6.4. Sei L/k Korpererweiterung und M ¢ L eine Teilmenge.
Dann heifst
K(M)=|JM' < Mendl. TeilmengeK(M")

der von M erzeugte Zwischenkérper von L/k.

Satz 2.6.1. Sei L/k Korpererweiterung und a € L algebraisch iber K. Sei ¢ :
K[X] - L der Einsetzungs-Ringhomomorphismus. Dann gilt im(¢) = K[a] =
K(a) =2 KIX)/(f) wobei f = ming/K(X),

Beweis: Homomorphisitze und ker(¢) = (f) O

Bemerkung 2.6.5. Sei deg(f) = n > 1 dann ist {1,X,X2,..., X" 1} eine
K -Basis von K[X]/(5).

Bemerkung 2.6.6. Sei L/k Korpererweiterung und ai,...,a, € L, dann gilt:
K(ay,...,an) =Q(KJa1,...,a4])
der Quotientenkorper von Klay,...,an].

Satz 2.6.2. SeiL/k endlich erzeugte Korpererweiterung (also L = K[aq,...,a,].
Falls ay,...,ay, algebraisch iber K, so gilt L= K(ay,...,an) =Kla1,...,a].

Beweis: Firn=1ist K[a1] = K(a1) sei alson > 1. dann ist K[ay,...,a,) =
(K(ai,...,an-1))(an) was nach Induktionsannahme (K[a1,...,a,-1])(an) =
(Kla1,...,an-1])[an] = K[a1,...,ay]. o

Proposition 2.6.7. Sei M ={a; |i€I und L = K(M) d.h. M ist ein Erzeu-
gendensystem von L[k dann gilt:L/Kk ist algebraisch also a; algebraisch tiber K
fir alleie .

Satz 2.6.3. (Transitivitdt algebraischer Korpererweiterungen). Sei K € L ¢ M
Korpererweiterung. Annahme: L[k algebarisch. Sei ainM algebraisch iiber L.
Dann gilt: « ist algebraisch iber K und insbesondere M[Kk ist algebraisch genau
dann, wenn M/ und L/K algebraisch sind.

Beweis: Sei f = X"+ X" 1+ 4 cnminf/L(X) € L[X]. Es gilt: « ist
algebraisch iiber K(cy,...,c,). Dann ist [K(cy,...,cn,a) : K(c1,...,cp)] < 00
und [K(ep,...,¢n) @ K] < oo (da L/k algebraisch). Wegen der Gradformell
ist dann [K(c1,...,cn, ) : K] < oo. Also ist K(eq,...,cn, ) algebraisch iiber
Kund « ebenso. O




2.7. ALGEBRAISCHER ABSCHLUSS VON KORPERN 13

2.7 Algebraischer Abschluss von Korpern

Verfahren von Kronecker:

Satz 2.7.1. Sei f € K[X] Polynom mit deg(f) > 1. Dann ezistiert eine alge-
braische Korpererweiterung K € L so dass f eine Nullstelle in L hat. Falls f
irreduzibel tiber K so gilt L = K[X]/(¢).

Bemerkung 2.7.1. (f) ist maximales Ideal in K[X], weil f irredzuibel ist
folgt, dass K[X]/(y).

Beweis: 0.B.d.A. sei f irreduzibel. L := K[C]/(f) und betrachte

K KX—5 KXY =L

1 %0 und 7 ist ein Kérperhomomorphismus und damit injektiv. Identfiziere
also K mit im(n). Also ist L/k eine Korpererweiterung. = 7(X) = X und
f=Thee X! = Sigam(X) = m(ShoeX?) = a(f) = f = (f) = 0 € KX}y,
Also hat f eine Nullstelle in L. - -

Sei deg(f) = n. Dann ist {I,X,X2, ..., X""1} eine K-Basis von K[X]/(y)
damit ist [L : K] =n < oo und L/k algebraisch. Man kann dies wiederholen.
Gegeben f € K[X] irreduzibel.

K==LclLiclLyc-—-clLy
wobei Ly := K[X]/(5) also sei f' € L1[X] und Ly := L1[X]/("). Damit zerfallt

f iber L; in Linearfaktoren:

f:ﬁ(X—ci) c; € Ly
i=1

[m]
Um den algebraischen Abschluss von K zu konstruieren sollte man dies Ver-
fahren fur alle Polynome f € K[X] “gleichzeitig” durchfiihren.

Definition 2.7.2. Ein Kérper K heifst algebraisch abgeschlossen falls jedes
Polynom f € K[X] mit deg(f) > 1 eine Nullstelle in K besitzt.

Bemerkung 2.7.3. Dies bedeutet, dass f tiber K in Linearfaktoren zerfallt.
Lemma 2.7.4. Sei K ein Korper, dann sind dquivalent
a) K ist algebraisch abgeschlossen

b) Falls I/k algebraische Korpererweiterung so gilt L = K

Beweis: 1 = 2: Sei I/k algebraisch, a € L und f = minZ/K(X) dann ist f
linear und a € K

2 = 1: Angenommen L/k ist algebraisch, dann ist K = L VL. Sei f € K[X]
mit deg(f) > 1 und das Kroneckerverahren liefert K’ mit K ¢ K’ und feine
Nullstelle in K’ hat. K'/k ist algebraisch und somit ist K’ = K. ]

Satz 2.7.2. Zu jedem Korper K gibt es eine Korpererweiterung L/k mit L ist
algebraisch abgeschlossen.



