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Inhalte der Vorlesung

Der Terminus Praktische Mathematik ist ein Synonym fiir Numerische Mathematik oder Nume-
rik.

Die Ziele der Numerischen Mathematik sind die Konstruktion und das mathematische Versténd-
nis von Algorithmen zur konkreten (zahlenméfigen) Auswertung mathematischer Formeln auf
Computern. Wesentliche Nebenbedingungen hierbei sind, dafl

e Rechenmaschinen nur endlich viele Zahlen zur Verfiigung haben und folglich Rechenope-
rationen nur im Rahmen der Maschinengenauigkeit ausgefithrt werden kénnen. Dies fiihrt
zu sogenannten Rundungsfehlern,;

e man nur endlichen Speichervorrat hat. Viele Funktionen kénnen daher im Rechner nur ap-
proximativ, d.h. angendhert, dargestellt werden. Hierbei entstehen Diskretisierungsfehler;

e man mit beschrdnkter Rechenzeit auskommen muf. Dies kann in vielen Problemen dazu
fithren, da nur ndherungsweise Lisungen erreichbar sind. Die hierbei entstehenden Fehler
werden unter dem Schlagwort Verfahrensfehler subsumiert.

In der Praxis errechnete Resultate konnen also mit einer Vielzahl verschiedener Fehler und Feh-
lerquellen behaftet sein. Daher ist es Aufgabe der Numerik, fiir konkrete Problemstellungen zu
entscheiden, welcher Algorithmus mit den zur Verfiigung stehenden Ressourcen eine vorgegebene
Genauigkeit mit dem geringsten Aufwand erreicht.

Typische Anwendungsbeispiele, in denen die Numerik oder numerische Methoden zum Zuge
kommen, sind numerische Simulationen zur Berechnung von Dynamik. So ist es etwa in der
Automobilindustrie heutzutage iiblich, lange bevor der erste Prototyp eines neuen Fahrzeugs
gebaut wird, Crashtests oder Bremsmandver im Computer zu simulieren. Hierzu werden nume-
rische Losungen gewdhnlicher oder partieller Differentialgleichungen gebildet.

Bei Wettervorhersagen ist es notig, enorm grofle Datenmengen und komplizierte Stromungs-
vorgdnge auf sehr unterschiedlichen Léngenskalen zu verarbeiten. Man sucht auch hier appro-
ximative Losungen von gewohnlichen oder partiellen Differentialgleichungen, was letztendlich
wiederum die Losung von Gleichungssystemen notwendig macht.

Ein ganz anderer Bereich, in dem die Numerik zum Tragen kommt, sind bildgebende Verfahren.
Auch hier ist die Verarbeitung und Analyse grofier Datenmengen erforderlich. In der medizi-
nischen Diagnostik, dort vor allem in der Computertomographie, sind neben der Lésung von
Integralgleichungen Signal- und Bildanalysen sowie Bildkompressionen von grofler Wichtigkeit.

Die Numerische Mathematik versteht sich als ein Teil des Wissenschaftlichen Rechnens (Scien-
tific Computing), zu dem auferdem Disziplinen wie Computeralgebra, Computational Number
Theory, Computational Chemistry o.4. gehoren kénnen. Dieser interdisziplindre Wissenschafts-
zweig hat in den letzten Jahren erheblich an Bedeutung gewonnen. Daher sollen die einfithrenden
Beispiele von oben als ein erster Vorgeschmack fiir den stark anwendungsorientierten Charakter
der Numerik dienen. Im Laufe der Vorlesung werden wir noch weitere Beispiele hierzu kennenler-
nen, die allesamt die immer grofiere Wichtigkeit des interdisziplindren Forschens verdeutlichen
sollen.

Die Numerik umfafit zur Hauptsache die Gebiete Numerische Analysis, bei der man etwa die
Approximation von Funktionen und Integralen sowie die approximative Losung von Differenti-
algleichungen diskutiert, und die Numerische Lineare Algebra, die z.B. die Lésung von linearen
Gleichungssystemen oder die Berechnung von Eigenwerten behandelt.



Hier werden folgende Inhalte diskutiert:

e Fehleranalyse: Zu Anfang der Vorlesung ist es notig, iiber mogliche Fehlerquellen in Al-
gorithmen nachzudenken. Wir werden Verfahren kennenlernen, um die Fehlerfortpflanzung
in einer Rechnung abzuschétzen. Dies wird unter anderem auf den Begriff der Kondition
eines Problems fithren. Weiter werden wir die Darstellung von Zahlen in Rechnern und die
damit verbundenen Rundungsfehler besprechen. Ein weiteres Merkmal eines Algorithmus’
ist seine Zuverléssigkeit. Dies wird in einer das Kapitel abschlielenden Stabilitéitsanalyse
dargelegt werden.

e Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme: Hier behandeln wir zunéchst
die im Rahmen der Gauss—Elimination verwendete LR—Zerlegung von Matrizen. Weiter
werden numerisch geeignetere Verfahren wie die Q) R—Zerlegung diskutiert. Dariiber hinaus
werden wir uns {iberlegen, wie man gewisse Strukturen von Matrizen ausnutzen kann, um
diese Verfahren effizienter zu gestalten. Aus diesem Blickwinkel werden das CHOLESKY—
Verfahren fiir symmetrisch positiv definite Matrizen sowie Bandstrukturen von Matrizen
diskutiert.

e Ausgleichsrechnung (Least—Squares—Approximation): In diesem Kapitel werden
die Verfahren aus dem vorherigen Abschnitt der Vorlesung angewandt, um Ausgleichspro-
bleme iiber Normalengleichungen und direkt mit QQR—Zerlegung zu berechnen. Bei die-
ser Art quadratischer Optimierung weiter ins Spiel kommende Techniken sind die Sin-
gulérwertzerlegung und die Pseudoinverse einer Matrix.

e Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren: Nach den Sdtzen den Linearen
Algebra sind die Eigenwerte einer Matrix die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Nullstellenberechnung ist aber aus numerischer Sicht ein schlecht konditioniertes Problem.
Nach der Diskussion theoretischer Grundlagen und Methoden zu Eigenwertabschétzungen
werden daher als numerisch geeignetere Verfahren zwei Iterations— (Power—Iteration und
Inverse Power—Iteration) sowie ein auf der ()QR—Zerlegung basierendes Verfahren vorge-
stellt.

e Iterative Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungen: Dieser Abschnitt be-
handelt die Bestimmung von Nullstellen von nichtlinearen Gleichungssystemen. Dies fithren
wir zunéchst fiir den skalaren und spéter fiir den vektorwertigen Fall durch. Die theoreti-
sche Grundlage fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von Iterationsverfahren,
die meist aus Fixpunktgleichungen gewonnen werden, ist der BANACH’sche Fixpunktsatz.
Das wichtigste Verfahren zur Losung dieser Problematik ist das NEwWTON—Verfahren, wel-
ches wir in verschiedenen Varianten (GAUsSS—NEWTON—Verfahren, geddmpftes NEWTON—
Verfahren) diskutieren werden.

e Nichtlineare Ausgleichsprobleme: Die in Kapitel 4 fiir lineare Ausgleichsprobleme ge-
wonnenen Erkenntnisse werden hier derart erweitert, dafl sie auf nichtlineare Gleichungs-
systeme angewandt werden kdnnen.

e Interpolation mit Polynomen: Bei der Interpolation will man im Gegensatz zur Ap-
proximation wie in Kapitel 4 und 7 gegebene (Me)werte mit Funktionen nicht nur an-
gendhert, sondern exakt reproduziert haben. Die fiir uns wichtigsten Verfahren sind die
HERMITE- und LAGRANGE—-Interpolation mit Polynomen. Neben Existenz und Eindeutig-
keit werden Darstellungsformen (beziiglich der Monom—, LAGRANGE— und NEWTON-Basis
unter Verwendung dividierter Differenzen) sowie deren schnelle Auswertung (Algorithmus
von NEVILLE-AITKEN) diskutiert.
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e Splinefunktionen: Anstelle der Interpolation mit Polynomen erméglicht die Interpolation
auf der Basis von Splines (stiickweise Polynome) zusétzliche Glattheitseigenschaften des
Interpolanden. Zentral wird die Darstellung von Splines iiber B—Spline-Basen sein.

e Iterative Losung linearer Gleichungssysteme: Die direkten Losungsverfahren aus
Kapitel 3 sind in vielen Féllen numerisch zu aufwendig, da die zu lésenden Systeme zu
grof} oder nur sehr diinn besetzt sind. In solchen Féllen bieten sich iterative Verfahren an.
Neben den klassischen Gesamt— und Einzelschrittverfahren sowie der Relaxation werden
das Gradienten— und das darauf aufbauende cg—Verfahren besprochen.

e Numerische Integration: Zunichst werden klassische Verfahren wie etwa die Trapez-
regel behandelt. Aus diesen Prinzipien werden die NEWTON—COTES—Formeln hergeleitet.
Diese sind die Grundlage fiir die EULER—MACLAURIN’sche Summenformel, welche zur Her-
leitung des Extrapolationsverfahrens benttigt wird. Die Extrapolation ist ein allgemeines
Verfahren zur Erhohung der Genauigkeit. Die GAUSS—Quadratur beruht auf gezielter Wahl
der Stiitzstellen, wodurch die Genauigkeit wiederum erhoht wird. Das Kapitel schliefit mit
kurzen Abhandlungen iiber schwierige Integranden und zweidimensionale Integration.

Der zweite Vorlesungsteil im Sommersemester wird schwerpunktmifliig die Numerik gewhn-
licher Differentialgleichungen zum Inhalt haben. Im Hauptstudium wird diese Vorlesungsreihe
dann durch Vorlesungen tiber Numerik partieller Differentialgleichungen bzw. Wissenschaftliches
Rechnen fortgesetzt.

Da sich viele konstruktive Verfahren aus der Theorie nicht zur praktischen Durchfithrung auf
Computern eignen, erfordert fiir schwierige Probleme die Entwicklung guter numerischer Ver-
fahren umfangreiche Kenntnisse und grofie Erfahrung. Aus diesem Grunde scheint die These von
HARDY,

that Mathematicians make their best contributions, on the average, at age 38.8,
fiir NumerikerInnen nicht unbedingt zuzutreffen. Vielmehr gilt die Faustregel aus [T], p. 1093:

Zu jedem noch so eleganten numerischen Verfahren gibt es Gegenbeispiele, bei denen
das Verfahren vollig versagt.

Abschlieffend seien noch ein paar Bemerkungen zu vorlesungsbegleitender Literatur gegeben.
Moderne Lehrbiicher der Numerik sind z.B. [DH] und [H|, wobei letzteres sehr ausfiihrlich und
thematisch umfassend geschrieben ist. Die Lehrbiicher [S] und [HH] haben den Status von Klas-
sikern der Numerischen Mathematik, gelten jedoch aufgrund der heutigen erheblich hoheren
Rechnerleistungen mittlerweile in einigen Belangen und in der Schwerpunktbildung als etwas
iiberholt, aber dennoch lesenswert. Ein sehr umfassendes Buch zur Numerischen Linearen Al-
gebra ist [GL]. Hierin befinden sich auch viele weitere Literaturhinweise und eine groBe Zahl
von praktisch durchgerechneten Beispielen. Ein Buch, welches hervorragend und dennoch auf
knappem Raum die C—Programmiersprache behandelt, ist [KR]. Weitere, auf spezielle Themen
bezogene Literaturhinweise, werden in den einzelnen Kapiteln folgen.



1 Einfiihrung

Das Anforderungsprofil an einen Mathematiker in der Numerik bildet heute die Schnittstelle zwi-
schen der Mathematik und einigen anderen angewandten Wissenschaften. Es ist keine Seltenheit
mehr, dafl viele Anwendungen in Natur—, Ingenieurs—, Wirtschafts— und anderen Wissenschaf-
ten eine zunehmende ,Mathematisierung® verzeichnen. Beispiele hierfiir sind die Berechnung
von Gas— und Fliissigkeitsstromungen, die etwa im Flugzeugbau bei der Entwicklung neuer
Modelltypen eine grofie Rolle spielen. Auch bei Wettervorhersagen sind solche Berechnungen
wichtig. Flugbahnberechnungen in der Raumfahrt wiren ohne die moderne Mathematik nicht
denkbar. In der zunehmenden Automatisierung vieler Lebensbereiche ist die Robotersteuerung
nur ein Bereich. Netzwerkberechnungen und Halbleiterdesign sind in den Computerwissenschaf-
ten von Bedeutung. In der Architektur und Baustatik spielen die Berechnung und Modellierung
von Schwingungsvorgingen und Resonanz eine ernstzunehmende Rolle. Ein interessanter Fall fiir
das Vorkommen eines derartigen Modellierungsfehlers selbst in heutiger Zeit ist die Londoner
Millennium-—Bridge, die nach nicht einmal zwei Jahren nach ihrer ersten Offnung aufgrund von
tiberméfiger Resonanzwirkung voriibergehend wieder geschlossen werden mufite. In den Werk-
stoffwissenschaften sorgen Verformungs— und Elastizitdtsprobleme fiir den Einsatz der Numerik.
Auch die Automobilindustrie verfertigt Karosserieentwiirfe ausschliellich mit Hilfe von nume-
rischen Methoden. Bildgebende Verfahren spielen zum Beispiel in der Medizin im Bereich der
Computertomographie eine wichtige Rolle. Auch in den klassischen Naturwissenschaften hat Nu-
merik als Computational Biology oder Computational Chemistry Einzug gehalten. Ein immer
wichtigeres Feld in den Wirtschaftswissenschaften ist der Bereich Computational Economics.
Vor allem in der Finanzmathematik sind numerische Methoden unter dem Schlagwort Compu-
tational Finance etwa bei der Diskretisierung von Differentialgleichungen zur Preisberechnung
von Optionsscheinen oder anderen Finanz—Derivaten wichtig.

1.1 Zwei Beispiele

Nachdem einige Anwendungsbeispiele grob angeschnitten wurden, werden nun zwei Beispiele fiir
numerisches Arbeiten etwas ausfiihrlicher beleuchtet, in denen die Schnittpunkte der Mathema-
tik mit anderen angewandten Wissenschaften konkret dargestellt werden.

Beispiel 1.1.1 (Braunkohleférderung) Bei der Braunkohleférderung mufl, bevor man mit
der eigentlichen Forderung des Rohstoffvorkommens beginnen kann, ein enormer Abraum von
verschiedenen Erdschichten beseitigt werden. Da dies mit hohen Kosten verbunden ist, und
ein 6konomischer Abtransport stattfinden soll, braucht man genaue Informationen iiber das
Volumen des Abraums. Um dieses zu berechnen, kommen numerische Methoden zur Anwendung,.
Dies geschieht in einem Prozefl aus mehreren Schritten.

In einem ersten Schritt findet aus Sicht der Numerik eine Art Preprocessing statt, in dem Messun-
gen und Experimente zur Tiefenmessung stattfinden. Hierzu werden z.B. Stereofotoaufnahmen
von Flugzeugen aus durchgefiihrt. Dies sind Verfahren der Photogrammetrie. Um nun numeri-
sche Methoden zur Berechnung anstellen zu kénnen, braucht man ein mathematisches Modell des
Abraums. Dieses wird in einem zweiten Schritt entworfen, indem man z.B. das Volumenintegral

/V f(z)dz

berechnet. Damit ist natiirlich auch eine Uberpriifung der Existenz und Eindeutigkeit der Losung
dieses Integralwerts verbunden. Ist dies nicht der Fall, wird man das Verfahren modifizieren
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miissen. Im nun folgenden dritten Schritt wird ein konstruktiver numerischer Ansatz entworfen.
Hier sucht man Quadraturformeln zur approximativen Berechnung des Integrals. Diese kénnen

etwa von der Gestalt .
/V F@)de ~ Y aif(z:)
i=1

sein. Jetzt kommt in Schritt vier die Realisierung des Algorithmus auf dem Rechner verbunden
mit dessen Programmierung. Hiernach findet im flinften Schritt ein Postprocessing als Validie-
rung der Ergebnisse und deren Visualisierung statt. Dabei kénnte es sich herausstellen, daf} sich
die Ergebnisse als fiir die Praxis ungeeignet erweisen. In einem solch Fall mufl man den ganzen
Prozefl von vorne beginnen und bei Schritt eins oder zwei wieder einsteigen. "

Bei diesem Vorgehen miissen verschiedene mogliche Fehlerquellen beriicksichtigt werden. Ei-
ne sinnvolle Auswertung der Ergebnisse setzt ein Verstdndnis dieser voraus. Im ersten Schritt
konnen Daten—, Fingangs— oder Mefifehler vorliegen. Modellfehler durch idealisierte Annahmen,
z.B. um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung sicherzustellen, kénnen im zweiten Schritt
entstanden sein. Es kann im dritten Schritt zu Abbruch—, Diskretisierungs—und Verfahrensfehlern
aufgrund der nur ndherungsweise berechneten Lésung mittels numerischer Verfahren gekommen
sein. Dies kann selbst bei exakter Losung der Fall sein, denn das Ergebnis héngt z.B. vom Typ
des Integranden und der Quadraturformel ab. Rundungsfehler konnen bei der Durchfiihrung des
Algorithmus’ im vierten Schritt hervorgerufen worden sein. Zusétzlich kénnen natiirlich auch
nicht zu vernachliassigende Denk— und Programmierfehler vorliegen.

Daraus formulieren wir eine erste (offensichtliche) Forderung:

Man sollte numerische Verfahren stets so konstruieren, daB Abbruch—, Diskretisierungs—,
Modell-, Rundungs— und Verfahrensfehler moglichst minimiert werden.

Beispiel 1.1.2 (Optionsbewertung) Als 1973 der Artikel [BS] erschien, in dem eine Formel
fiir die Berechnung des fairen Preises einer Option hergeleitet wurde, war dies fiir die Finanz-
mathematik ein grofler Fortschritt. Basierend auf der BROWN’schen Molekularbewegung, wurde
die als BLACK—SCHOLES—Gleichung bekannte partielle Differentialgleichung

2

%+30252%+r5% —rV =0 (1.1.3)
formuliert, in der V(S,t) fiir den Wert einer Européischen Option zur Zeit ¢, S(¢) fir den
Kurs des der Option zugrundeliegenden Basiswertes, r > 0 fiir den risikofreien Zinssatz und
o fiir die Volatilitdt des Kurses S stehen. Fiir die BLACK—-SCHOLES—Gleichung in der Form
(1.1.3) ist eine analytische Lisung bekannt. Will man jedoch allgemeinere Modelle betrachten,
in denen Transaktionskosten (z.B. Gebiihren oder Steuern) in Hohe von k auftreten, mufl man
der Gleichung (1.1.3) noch den Term

B kuSQ fo2a%
T ot | 05?2

hinzufiigen. In diesem Fall ist die Gleichung im allgemeinen nur noch numerisch 16sbar. Im folgen-
den soll ein anderer, etwas einfacherer Algorithmus zu Preisberechnung von Optionen vorgestellt
werden, dessen Ergebnisse den Werten von BLACK—SCHOLES im wesentlichen entsprechen. Dazu
stellen wir zunéchst einige Eigenschaften von Optionsscheinen zusammen, die bei der Herleitung
des Algorithmus behilflich sein werden. Unsere Darstellung ist an [Se|] angelehnt.
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Unter einer Option versteht man das Recht, eine bestimmte Menge eines bestimmten Wirtschafts-
guts zu einem im voraus festgesetzten Preis kaufen (Call-Option) oder verkaufen (Put—Option)
zu diirfen. Darf dieses Recht, nur zu einem bestimmten Zeitpunkt ausgeiibt werden, spricht man
von einer Furopdischen Option. Ist die Ausiibung des durch die Option verbrieften Rechts in
einer bestimmten Frist moglich, so heifit der Vertrag Amerikanische Option. Diese Unterschei-
dung hat allerdings mit den geographischen Bezeichnungen nichts zu tun. Sei T das Laufzeitende
eines Optionsvertrages. Dann hat der Inhaber einer Option folgende Handlungsmdoglichkeiten:

e die Option am Markt zum Tagespreis verkaufen (¢t < T')
e abwarten

e die Option ausiiben (t < T

e die Option verfallen lassen (¢ > T).

Im letzten Fall, wo das Optionsrecht ungenutzt bleibt, kann man den fiir die Option gezahlten
Preis als eine Art Versicherungsprdmie interpretieren.

Im folgenden wird der Wert eines Optionsvertrages zum Filligkeitszeitpunkt 7" betrachtet (zu-
grundeliegendes Wertpapier sei eine Aktie). Wir beginnen mit einer Call-Option. Sei 0 <t <T
die Zeitachse, S(t) der Kurs des zugrundeliegenden Wertpapiers und E der Basispreis. Der Halter
wird die Option zum Vertragsende T nur ausiiben, falls

S(T)>E
gilt. Damit gilt fiir den Wert V' (S(T"),T") der Option

B 0 falls S(T) < E
VIS,T) = { S(T)—FE falls S(T) > E

oder
V(S,T) = max{S(T) — E,0} =: (S(T) — E)*.

Die Put-Option stellt das Gegenstiick zum Call dar. Der Halter einer Put—Option wird in T die
Option nur ausiiben, falls
S(T)< E

ist. Damit ist der Wert V' (S(T'),T') eines Put bestimmt durch

- 0 falls S(T) > E
V(S,T) = { E—S(T) falls S(T) < E

oder
V(S,T) =max{E — 8,0} =: (E - S)™.

Rechts ist der Wert eines Puts in Abhéingigkeit vom V4
Kurs des zugrundeliegenden Basiswerts zur Zeit ¢,
wobeil F fiir den Ausiibungspreis steht, aufgetra-
gen. Ist der Wert V' eines Optionsscheins positiv, so
sagt man auch die Option sei in the money. Wenn E
der Wert des Basispapiers gerade den Ausiibungs-
preis hat, so ist die Option at the money und sonst
im Fall S < FE ist ein Call out of the money, was ein
Put im Fall £ < S ist. Bezieht man in ein Schema
wie das nebenstehende noch die Zeit ¢, so ergibt sich
eine gekriimmte Fliche, auf der die Optionspreise -
liegen. E S
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Um nun das mathematische Modell zu formulieren, nehmen wir idealisierend an, daf} alle Varia-
blen Werte in R annehmen. Dies ist praktisch, da man sich so keine Einschrinkungen auferlegt,
trifft allerdings in der Realitét nicht zu, da das wirkliche Verhalten von Optionen eher diskret
ist. Wir mochten den in vielen praktischen Fillen wichtigen Wert V' (S(0),0), also den Wert V'
eines européischen Puts zum , heutigen“ (¢ = 0) Kurs S(0) berechnen. Dann ist es nicht nétig,
die oben beschriebene Fliche vollstindig zu berechnen, sondern es geniigt, ein baumartiges Git-
ter zu entwerfen. Dieses werden wir als Binomialbaum bezeichnen. Wir ersetzen zunichst die
kontinuierliche Zeit ¢ durch diskrete Zeitpunkte ¢;, indem wir eine Anzahl M von Zeitschritten
wéhlen und At := % setzen. Dann gilt t; = i-At fiir i = 0, ..., M. Es bezeichne noch S; := S(¢;).
Um einen addquaten Wert fiir den Optionspreis zu erhalten, der natiirlich vom Zufall abhéngt,
wird es entscheidend sein, wie der Zufall im Rechner simuliert wird. Dazu machen wir folgende
Annahmen

(A1) Ein Kurs S kann sich nach Ablauf von At nur zu zwei Kurswerten entwickeln, entweder
aufwérts zu Su mit v > 1 oder abwérts zu Sd mit d < 1.

(A2) Die Wahrscheinlichkeit von u sei p, woraus sich zwangslaufig 1—p fiir die Wahrscheinlichkeit
von d ergibt.

(A3) Die erwartete Rendite entspreche dem risikoneutralen Standardzinssatz r, womit die Glei-
chung
E(Si+1) = Sz . eTAt (1.1.4)

gilt.

(A4) Es erfolgt keine Dividendenzahlung.

Die Werte von u,d und p sind zunéchst nicht bekannt. Die grundsétzliche Idee der folgenden
Uberlegungen ist es, die Erwartungswerte und Varianzen des diskreten und kontinuierlichen
Modells gleichzusetzen, womit wir Werte fiir die drei Unbekannten errechnen kénnen. Aufgrund
der ersten beiden Annahmen gilt fiir den Erwartungswert

E(Si+1) = pSiu+ (1 — p)Sid,
was gleichgesetzt mit (1.1.4)
E(Sit1) = Sie™ = pSiu+ (1 — p)Sid

oder
A =pu+ (1 -p)d (1.1.5)

ergibt, womit wir bereits eine von drei benotigten Gleichungen haben. Als néchstes betrachten
wir die Varianzen des kontinuierlichen und diskreten Modells. Fiir die Varianz des kontinuierli-
chen Modells gilt

Var(Sip1) = S2e22(e7° A — 1),

Auf der anderen Seite haben wir fiir das diskrete Modell

Var(Siy1) = E(S7) — (E(Sit1))”
= p(Siu)*+ (1= p)(Sid)® — 57 (pu+ (1 — p)d)*.

Gleichsetzen fithrt unter Verwendung von (1.1.5) zu

Q2T AHTIAL _ 2 (1 - p)d?, (1.1.6)
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womit wir die zweite Gleichung haben. Als dritte Gleichung setzen wir willkiirlich
u-d=1, (1.1.7)

was eine gewisse Symmetrie zwischen Kursgewinn und Kursabfall darstellen soll.

o Sd? Sud Su?
Die nebenstehende Skizze zeigt noch einmal un- 42
sere Diskretisierung in vereinfachter Form. Die
néchste Aufgabe ist nun, das System der drei
Gleichungen zu l6sen. tit1 S Su
t;
S

Mit « := e"* folgt aus (1.1.5), (1.1.6) und (1.1.7) durch Elimination

0=u?—ulat+ ae"gm) + 1.

A

Setzen wir noch 23 := o~ ! + e’ ¢ so lautet die Losung des Gleichungsystems

8 = l(efrAt_‘_e(rJra'Q)At)

2
u = B+VB-1
i = top-yE-1

u
erAt_d
u—d

Unser Algorithmus besteht aus zwei Phasen. Zuerst miissen, nachdem die Werte fiir v und d
bekannt sind, die Gitterpunkte berechnet werden. Dies leistet folgender Algorithmus.

Berechne fir ¢=1,..., M :
Berechne fiir j=1...,é:
Sji = Soujdi_j.

Hiernach werden in einer Riickwértsrekursion die konkreten Optionspreise berechnet. Mit
Sim = SuldM—7 gilt also fir j = 0,...,M im Fall einer Put-Option fiir den Start-
wert V(S(tar),tar) = max{E — S(tar),0}. Analog gilt fiir die Call-Option V(S(tar),tar) =
max{S(tys) — E}. Damit berechnen wir fir ¢p/_1,...,0 den Optionswert einer européischen
Option Vj; := V(t;,S;) als

Vii=e ™ (pVigri + (1= p)Viie1).

Bei einer amerikanischen Option muf§ zusétzlich gepriift werden, ob eine Ausiibung nicht sinn-
voller ist. Also gilt fiir eine Call-Option

Vi = max{(Sj; — E)*, e - (pViq1i01 + (1= p)Viig1)},
und fiir eine Put—Option

Vi = max{(E — ;)" e - (pVj1i01 + (1= p)Viar1)},
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M V(5,0)

Wenn wir dies nun fiir die Werte £ = 10, S = 4 4.4176454544
5, r = 0.06, g = 0.3, T = 1 fiir einen eu- 8 4.4250702858
ropéischen Put implementieren, so erhalten wir 16 4.4292454720
die in der nebenstehenden Tabelle eingetrage- 32 4.4298558235
nen Werte. Die Konvergenz der vereinfachten 64 4.4299254417
Darstellung gegen den BLACK—SCHOLES—Wert 128 4.4300422668
ist deutlich erkennbar. Wer Interesse an weite- 256 4.4303789138
ren Details hat, sei auf die Biicher [BM] und [L], 1024 4.4304447174
sowie die Artikel [CR] und [BS] hingewiesen. 2500 4.4304690361

BLACK—SCHOLES || 4.43046477621

Diese Beispiele motivierten zwei wesentliche Kriterien fiir die Giite eines numerischen Verfahrens:

o Genauigkeit: Das Ergebnis soll innerhalb von Toleranzen wverldflich sein.

o Effizienz: Bei der Rechnung sollte eine moglichst geringe Anzahl von Rechenoperationen
und moglichst wenig Speicherplatz benétigt werden.

Fiir deren Anwendung gilt aber leider auch die folgende Faustregel:

Bessere Ergebnisse lassen sich in der Regel nur mit hoherem Aufwand erzielen. Umgekehrt
liefert hdherer Aufwand aber nicht unbedingt auch bessere Ergebnisse.

Im Laufe der Vorlesung wird oft die GréBenordnung eines Fehlers oder der Aufwand von Rech-
nungen abzuschétzen sein. Um hierbei die Notation zu vereinfachen, fithren wir die LANDAU-
Symbole ein. Seien f und g zwei Funktionen. Dann heiit f(z) = O(g(x)), falls

‘ f(=)

9() =¢

fiir ¢ — x9 bzw. x — £oo. Weiter heifit f(z) = o(g(z)), falls

1w,

g9(z)

fir z — ¢ bzw. x — £oo. Ein Beispiel fiir die Verwendung des ,,grof O ist sinz = O(x) fiir
r — 0, da *F — 1 fiir # — 0. ,Klein o“ gilt fiir sinz = o(y/x), z — 0, da ®F — 0, wenn
x — 0. Auch das Restglied der TAYLOR-Entwicklung 148t sich durch ,groff O* ausdriicken. Fiir
die TAYLOR-Entwicklung an der Stelle z + h einer Funktion f € CK¥(R), k > 2 mit 0 < h < 1
gilt f(z 4+ h) = f(z) + hf'(z) + 2 f"(z) + O(h®) fiir b — 0.



2 Fehleranalyse: Kondition, Rundungsfehler, Stabilitét

Beim Ausfiithren von Rechnungen gibt es verschiedene Fehlerquellen:

Datenfehler Fehler im Fehler im
Eingabefehler Algorithmus Ergebnis

Wir gehen der Frage nach, wie man diese vermeiden oder minimieren kann, bzw. wie sich Feh-
lerverstdrkungen nach oben abschétzen lassen. Die Vermeidung von Daten— und Eingabefehlern
ist oft nicht moglich, sie gehtren zum Problem. Dies wird uns auf den Begriff der Kondition
eines Problems fithren. Durch Algorithmen verursachte Fehler lassen sich bisweilen durch deren
Modifikation beheben. Man untersucht dabei die Stabilitit eines Algorithmus.

2.1 Kondition eines Problems

Die Kondition eines Problems gibt an, welche Genauigkeit man bei exakter Losung bestenfalls
erreichen kann:

Ein Problem heiBt gut konditioniert, wenn kleine Stérungen der Eingangsdaten kleine Anderun-
gen im Ergebnis bewirken, sonst schlecht konditioniert.

Mathematisch beschreibt man dies folgendermafien:

Man fafit das Problem als Funktionsauswertung einer Funktion f : U — R auf einer offenen
Menge U C R™ an einer Stelle x € U auf.

Beispiel 2.1.1 Multiplikation zweier reeller Zahlen: werte f(z1,z2) := z1x2 aus.

Beispiel 2.1.2 Addition zweier reeller Zahlen: werte f(z1,x2) := x1 + x2 aus.

Beispiel 2.1.3 Bestimmung der kleineren Nullstelle von u? — 2a1u + as = 0 mit a% > a9 und
a1, az € R. Losung hiervon ist u* = f(ay,a2) := a1 — /a2 — as.

Falls die Funktion f explizit bekannt ist, kann die quantitative Beschreibung der Kondition iiber
die TAYLOR-Entwicklung erfolgen. Sei dazu f : U C R*® — R mit f € C?(U), dann gilt

f(@) = fx) + (@ —2)'V f(z) + O(| — 2|*).

Wir nehmen im folgenden an, daf§ ||z — z|| ,klein® ist, so daf§ wir die Terme 2. Ordnung ver-
nachléssigen kénnen. Fiir diese lineare Approximation schreiben wir

f(@) = f(a) + (@ —2)"'V f(z). (2.1.4)

Das Zeichen = steht also fiir ,,in 1. Naherung®. Dies zieht

1@~ @) = Y (@i — )5 (@)

=1
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nach sich, was unter der Annahme f(x) # 0 dquivalent zu

f(@) = f=z) . Zn: of

(1’) ZT; ii'i — I

f@) 0w f(x) w

ist. Nun folgt mit der Dreiecksungleichung

~ n
@ |~ 0w f@
= —_—
relativer Fehler = “Pi ({L’)| relativer Fehler
in der Ausgabe Verstdarkungsfaktor in der Eingabe
Damit definieren wir
firel 1= [l@(@)[lo 1= max pi(z) (2.1.6)

e

als relative Kondition von f und
Kabs 1= ||V f(2) oo

als absolute Kondition von f, und sagen, f sei schlecht konditioniert, wenn ko > 1.

Beispiel 2.1.7 Wir betrachten die Multiplikation aus Beispiel 2.1.1: Seien

T = ( i; >, f(x) =z29, dh. Vf(x)= < i? )
Hier gilt

p1(x) = 85;3‘?) . % =9 - o= o (),

also ke = 1 unabhéngig von x. Die Multiplikation zweier reeller Zahlen ist demnach gut kondi-
tioniert. [

Beispiel 2.1.8 Wir betrachten die Addition aus Beispiel 2.1.2. Seien nun

m—(xl), fx) =21+ 29, dh Vf(x)—(i).

€2
> (1) =11 2 (2) = —=2
€Tr) = . = N €Tr) =
v1 X1 + T2 1+ x9’ 2 1 + X2
ist, folgt
max |z;|
o =L2

Das bedeutet

<1 falls x1, x2 gleiches Vorzeichen haben
Ryel = .
>1 falls 1 = —x9

Im Fall z1 =~ —x9 spricht man von Ausloschung fiihrender Ziffern. Hieran sieht man, dafl in
Algorithmen die Subtraktion gleichgrofler Zahlen unbedingt vermieden werden sollte. "
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Nun verallgemeinern wir unsere Untersuchungen auf Fille, in denen die Funktion f nicht explizit
bekannt und demnach auch die TAYLOR-Entwicklung nicht anwendbar ist. Seien U C R™ offen
und f : U — R™. Desweiteren bezeichne || - || eine Norm auf R™ bzw. R™. Wir definieren die
Menge der Eingabedaten in einer Umgebung von z als

Es(x) = {2 : [lo — 2] < 5]l=|[}

fiir ein 6 > 0 und sagen

Definition 2.1.9 Das Problem [f,z,d] ist gut gestellt (well-posed), falls es eine Konstante
0 < Lyg < o0 gibt, so daB
1/ (z) — f(@)]

1)l

fir alle £ € Es(x) gilt, wobel = und f(x) von Null verschieden sein miissen. Ist [f,x,d] gut
gestellt, so bezeichne L (d) die minimale Konstante, so dafl (2.1.10) gilt. Gibt es keine solche
Konstante, so heifit [f, z,d] schlecht gestellt (ill-posed).

S Lrel((s)

(2.1.10)

Die relative Kondition des Problems [f, ] definieren wir dann durch

Krel = %in(l)Lrel((S) (2.1.11)

Falls ke klein ist, so heifit [f, z] gut konditioniert. "
Man beachte, daf} sich (2.1.10) als eine lokale LipscHITZ-Bedingung interpretieren lafit.

Bemerkung 2.1.12 Fiir den Fall, daf§ f differenzierbar ist, gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

fiir die relative Kondition Il
T

= 5y 107 @) (2.1.13)

wobei ||[Df(x)|| die Norm der JAcoBI-Matrix Df(x) € R™*" in der zur Vektornorm | - ||
gehorigen Matrixnorm

A
) = sup 1221

fir A € R™*" bezeichnet. n

Mit dieser neuen Definition der relativen Kondition wollen wir die Kondition der Lisung eines
linearen Gleichungssystems betrachten.

Beispiel 2.1.14 Seien A € R™*™ nichtsingulér und b € R™ gegeben. Gesucht ist die Losung
x € R™ von Ax = b. Zur Berechnung der relativen Kondition von x betrachten wir das Problem
f(b) = A~'b. Diese Gleichung ist offenbar linear beziiglich b, und daher gilt fiir die Ableitung
Df(x) = A~L. Setzen wir dies in die obige Formel (2.1.13) zur Berechnung der relativen Kondi-
tion ein, erhalten wir

Il Sy Azl 1
Frel = 7o AT = AT < (Al AT
A=l ]
Man nennt x(A) := ||A]| - ||A™Y| die Kondition der Matrix A. Wenn || - || = || - ||2 gilt, || - || also

die EUKLIDISCHE Vektornorm ist, spricht man von der spektralen Kondition von A und schreibt
ka(A). Falls A fast singulér ist, ist k(A) grofl, was bedeutet, dal kleine Stérungen der Daten
in b grofle Auswirkungen auf die Losung x haben, d.h. das Problem in diesem Fall schlecht
konditioniert ist.
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2.2 Maschinenzahlen und Rundungsfehler

Nachdem unsere bisherigen Betrachtungen den einem Problem zugrunde liegenden Daten zuge-
wandt waren, wollen wir nun einen weiteren Problemkreis aufgreifen, der hiufig den Ursprung
von Fehlern in Rechenresultaten in sich birgt. Wir betrachten die Durchfithrung von Rechenope-
rationen auf digitalen Rechnern, in denen es in aller Regel zu Rundungsfehlern kommt. Hierzu
miissen wir uns zunéchst mit der Darstellung von Zahlen in Rechenmaschinen beschéftigen. Auf
Rechnern lassen sich nur endlich viele Zahlen exakt darstellen. Diese heiflen Maschinenzahlen.
Alle anderen fiir eine Rechnung bendtigten Zahlen miissen geeignet approximiert werden. Wir
beginnen mit der Darstellung der natiirlichen Zahlen (unsigned integers).

Sei b € N (b fiir Basis) und b > 2. Dann hat jede Zahl x € N eine Darstellung der Form
m—1 .
z=Y db, (2.2.1)
=0

wobei d; € N mit d; < b und m € N sind. Fiir spezielle Basen b gibt es eigene Bezeichnungen.

b Bezeichnung

Beispielsweise ist 4240, = 101010, = 520kt =
10 Dezimaldarstellung 2Ayex. Rechner arbeiten intern mit b = 2. Eine
2 | Bindr- oder Dualdarstellung Informationseinheit d; € {0,1} heiit bit. 8 bit
8 Oktaldarstellung heiBlen byte.
16 Hexadezimaldarstellung

Zur Darstellung von Zahlen fixiert man ein m € N (vgl. (2.2.1)) und kann damit die Zahlen
0,1,2,...,b™ — 1 darstellen. Typische Werte fiir m mit b = 2 sind:

m | benotigter Speicherplatz Zahlbereich Bitdarstellung von 424,
8 1 byte 0,...,2% — 1(= 255) 0010 1010

16 2 bytes 0,...,26 — 1(= 65535) 0000 0000 0010 1010
32 4 bytes 0,...,2% — 1(= 4294967295)

64 8 bytes 0,...,264 — 1(~ 1.84-10")

Nun zur Darstellung der ganzen Zahlen (signed integers). Diese erfolgt meist nach der Methode
,b—Komplement“: Speichere x € {—2””_1, co2mel 1} als

T fallsx > 0
T+ 2™ fallsz < 0
wie oben ab. Fiir m = 8 gilt dann:

Bitdarstellung | unsigned | signed

0000 0000 0 0
0000 0001 1 1 o o
) ) ) Hierbei werden Rundungen natiirlich immer modulo
: : : 2™ ausgefiihrt, was man beim Rechnen beriicksichti-
0111 1111 127 127 gen sollte.
1000 0000 128 —128

11111111 255 -1



14 2 FEHLERANALYSE: KONDITION, RUNDUNGSFEHLER, STABILITAT

Nun kommen wir zur Darstellung der Gleitkommazahlen (floating—point numbers). Jedes x € R
besitzt eine Darstellung von der Form

z=(-1)* idib‘”e
=0

wobei s € {0,1}, e € Z, d; < b sind. Diese Darstellung ist keineswegs eindeutig, was das Beispiel
1.9 = 2 zeigt. Wegen der endlichen Zahlenmenge des Rechners sind der Ezponent e und die
m

Mantisse > d;b~* natiirlicherweise beschrinkt. Also ist diese Darstellung von der Gestalt
i=0

Tr = :tdodl e de-de+1 e dm (222)

mit m + 1 Stellen, und die Position des Dezimalpunktes wird durch die Zahl e festgelegt.
Auch in dieser Darstellungsform gibt es Mehrdeutigkeiten. So ist etwa 10pin - 2° = 1.0pi, - 2%
Insbesondere unterscheidet man normalisierte Gleitkommazahlen, bei denen dy = 1 und ergo
x = (=1)*1l.didy ... dy, - 2° ist, und denormalisierte Gleitkommazahlen, bei denen dy = 0 und
somit = (—1)°0.dyds...d,, - 2¢ ist. Um hier eine Ubereinkunft zu schaffen, sieht der 1985
herausgegebene IEEE-754—Standard vor, dem wir uns anschlieen, grundsétzlich normalisierte
Gleitkommazahlen zu verwenden und diese nur durch wenige denormalisierte Gleitkommazahlen
»,am unteren Ende“ zu ergénzen. Insgesamt gilt also

Exponent Bedeutung

m .
€ = emin — 1 denormalisierte Gleitkommazahl z = (—1)% }_ d;27 " ¢min
i=1

m .
emin < € < emax | normalisierte Gleitkommazahl z = (—1)° <1 + > di2‘> 2¢
i=1

€= emax +1 infinity, overflow, underflow, nan (not a number)

Die Menge aller auf diese Weise im Rechner darstellbaren Gleitkommazahlen bezeichnen wir mit
M(ba m, €min, emax)-

Die technischen Daten der standardisierten Datentypen sind in folgender Tabelle zusammenge-
fafit.

single precision/float double precision/double
Grofle 32 bit = 4 byte 64 bit = 8 byte
bits der Mantisse 23 52
Stellen der Mantisse 24 53
bits des Exponenten 8 11
Zahlbereich des Exponenten —126,...,127 —1022,...,1023
Zahlbereich normalisiert 1.2-10738,...,3.4-10% | 2.2-107308 . 1.8.10308
kleinste positive denorm. Zahl 1.4-107% 4.9 -1073%
Genauigkeit fiir Dezimalzahlen 7 — 8 Stellen 15 — 16 Stellen

Rundung und Maschinengenauigkeit

Da M endlich ist, mufl man im allgemeinen Eingabedaten durch Maschinenzahlen approximieren.
Dazu benutzt man folgende Reduktionsabbildung

i:R— M(b, m, €min, emax)y
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die jedem x € = [Tmin, Tmax] eine Maschinenzahl zuordnet, wobei =+ [Zmin, Tmax] die Menge der
minimal bzw. maximal darstellbaren Zahlen bezeichnet. Dieses Vorgehen nennt man Rundung.

OO .
Da jedes © € % [Zin, Tmax] eine Darstellung x = +(>_ d;b7")b besitzt, definiert man als Stand-
i=0

ardrundung
m .
+(3 dib~)be falls dppy1 < 2
fi(z) := m 0 : (2.2.3)
(X dib T b7 falls diyr > 5
=0

was bedeutet, daf} die letzte Stelle der Mantisse um eins erhoht oder beibehalten wird, je nachdem
ob die folgende Ziffer > £ oder < £ ist. Ferner setzt man meist fi(z) = 0, falls |z| < Zyin bzw.
im Falle |x| > Zpax gibt man in der Regel OVERFLOW aus und 148t den Algorithmus abbrechen.
Manchmal setzt man hier aber auch fl(z) = sign(x)xmax. Wir verwenden in dieser Vorlesung
immer die Standardrundung. Fiir diese gilt geméfl der Definition (2.2.3) |fi(z) — z| < %be
woraus sich wegen des relativen Rundungsfehlers

e em

< = =: 2.24
<20 =V s (224)

‘ﬂ(x)—x

ergibt. eps bezeichnet man daher auch als relative Maschinengenauigkeit. Sie charakterisiert das
Auflosungsvermdgen des Rechners. Da aus (2.2.4)

eps =min{6 > 0:fl(1+7) > 1} (2.2.5)

folgt, ist eps die untere Grenze der Zahlen, die zu eins addiert von der Rundung noch wahrge-
nommen wird. Also besagt (2.2.4), daf es ein € > 0 gibt mit der Eigenschaft |¢| < eps und

fi(z) —x

xT

=e, (2.2.6)

was dquivalent zu fl(x) = z(1 + ¢) ist.

Gleitpunktarithmetik und Fehlerverstirkung bei den elementaren Rechenoperatio-
nen

Ein Algorithmus besteht aus einer Folge arithmetischer Operationen (+,—,-,+), mit denen
Maschinenzahlen verkniipft werden. Ein Problem dabei ist, daf fiir x,y € M(b, m, emin, €max)
und * € {+,—,-,+} im allgemeinen x *x y ¢ M(b, m, €min, €max) ist. Also miissen die iiblichen
Operationen * durch geeignete Gleitpunktoperationen ® (floating point operations, flops) ersetzt
werden. Dies nennt man Pseudoarithmetik. Die Realisation erfolgt im allgemeinen dadurch, daf
man intern iiber die Mantissenlédnge hinaus weitere Stellen mitfithrt, nach Exponentenausgleich
mit diesen Stellen genau rechnet, dann normalisiert und schliellich rundet. So erfiillt man die
Forderung

z®y="fl(z*y) (2.2.7)
fiir x,y € M(b, m, emin, €max). Mit (2.2.6) heiit das

r®y=(xy)(l+e)

fir x,y € M(b,m, emin, €max) und ein € > 0 mit der Eigenschaft |¢| < eps. Wir nehmen im
folgenden stets an, daf§ (2.2.7) gilt. Man beachte aber, dafl die Pseudoarithmetik zum Teil
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unliebsame Konsequenzen hat, z.B. geht die Assoziativitidt der Addition verloren: (z @ y) @ z #
x @ (y P z). Seien fiir ein Beispiel hierfiir mit m = &:

a = 0.2337125819 — 4
b = 0.336784291(2
c = —033677811102
Dann gilt
a®(bdc) = 0.2337125819 — 4 @ 0.618000001¢ — 3

= 0.641371261¢ — 3,
(a®b)dc = 0.33678452192 < 0.33677811192
= 0.641000001¢9 — 3.

Das exakte Resultat jedoch ist

a+b+c=0.641371258,9 — 3.

Auch die Distributivitit geht verloren: (z @ y)© (z@y) # (20 z) P (x QYY) D (yO ) d (y O y).
Insbesondere spielt also die Reihenfolge der Operationen eine wichtige Rolle.

Forderung (2.2.7) besagt, da} jede einzelne Gleitpunktoperation im Rahmen der Maschinen-
genauigkeit bleibt. In einem Algorithmus oder Programm werden aber eine Vielzahl solcher
Gleitpunktoperationen ausgefithrt. Nun ergibt sich natiirlich die Frage, inwieweit sich solche
eingeschleppten Fehler bei einer nachfolgenden Operation wverstdrken oder abschwdichen. Dazu
betrachten wir zunéchst den Fall, dal man anstelle von Gleitpunktoperationen (®) exakt rechnet
(x), aber mit gestérten Daten, um die Verstirkungswirkung von Operationen zu untersuchen.

Seien d,, 0, relative Fehler von Z,7 gegeniiber exakten Daten z,y, also

I—x y —
:5337 uZéyv
€x Yy

was dquivalent zu & = (1 4 ;) bzw. § = y(1 + 0,) mit |0z, [dy| < e < 1 ist.
Beispiel 2.2.8 Wir betrachten die Multiplikation f(z,y) = zy mit k. = 1 aus Beispiel 2.1.7.

Es gilt
+¢y_ﬂ>§2a

f(j7g)_f($7y)‘
Y

fz,y)
Falls also |0z, |0, < eps sind, dann gilt

Ty —xy
Ty

< 2eps,

was bedeutet, dafl bei der Multiplikation der relative Fehler im Rahmen der Maschinengenauig-
keit bleibt. Die Division hat &hnliche Eigenschaften. ]

Beispiel 2.2.9 Wir betrachten nun die Addition f(z,y) = z + y, deren relative Kondition

S
rel = IMax y
[z +y[" |z +yl
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im Falle x =~ —y sehr grof} sein kann, wie wir bereits in Beispiel 2.1.8 gesehen haben. Es gilt

+ ‘y_y‘) < ek,
y

Tr—x

(i+§i;(yx+y)léﬁrel<

xT

Das heifit, die Addition von Zahlen entgegengesetzter Vorzeichen ist problematisch, denn relative
Fehler kénnen sich enorm verstérken. L]

Beispiel 2.2.10 Seien

r = 0.123467
= 0.123456 % .

Das Symbol % stehe fiir eine Storung, die hier offenbar jeweils an siebter Stelle vorliegt. Betrachte
nun
r —qy = 0.0000 11 x.

Geschrieben in Gleitpunktarithmetik, ist dieser Wert bereits an der dritten Stelle gestort
(Ausloschung). Hier ist also ke =~ 10%, d.h. kleine Stérungen in x und y konnen zu grofien
Storungen in x — y fithren. "

Es ist zu beachten, dafl man einem Ergebnis nicht ansehen kann, ob im Algorithmus Ausléschun-
gen stattgefunden haben. Daher sollte man, wann immer es moglich ist, die Subtraktion gleich
grofler Zahlen vermeiden!

2.3 Stabilitidt eines Algorithmus

Die mathematische Auswertung eines Problems ist meistens auf verschiedene Arten und Weisen
moglich. Dabei sollten Algorithmen bevorzugt werden, bei denen sich moglichst wenig Fehler
akkumulieren kénnen. Aus diesem Grunde heifit ein Algorithmus stabil oder gutartig, wenn die
im Laufe der Rechnung erzeugten Fehler im Rahmen des durch die Kondition des Problems be-
dingten unvermeidbaren Fehlers bleiben. Liegt also ein gut—konditioniertes Problem vor, das mit
einem stabilen Algorithmus bearbeitet wird, so bleiben die Fehler bei der Rechnung kontrolliert
klein. In allen anderen Féllen lassen sich Fehler im allgemeinen nicht kontrollieren.

Beispiel 2.3.1 Wir setzen Beispiel 2.1.3 fort, in dem es darum ging, die kleinere der beiden
Nullstellen von u? — 2a1u + ag = 0 zu berechnen, wobei hier verstérkt a% > a9 angenommen sei,
so daf} es zu keiner Ausléschung kommen kann. Die Losung ist durch

u* =a; —\/a? —a a2
a + \/a% — as

gegeben. Wir betrachten zwei verschiedene Algorithmen, um diese zu berechnen.

Algorithmus 1 Algorithmus II
Y1 =aj - al Y1 =ai-ay Offenbar sind beide Terme mathematisch aquiva-
Yo = Y1 — as Yo = Y1 — a3 lent. Unsere Frage lautet nun aber, was der Unter-
Y3 = /12 Y3 = /Y2 schied zwischen beiden Algorithmen bei der Rech-
uv=ys=a1—Y3 | ya=a1+ys3 nung ist, bzw. ob diese numerisch stabil sind.
ut=ys =2
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Fiir die Kondition von u* beziiglich y3 in Algorithmus I gilt gem&8 (2.1.5)

‘Gu* ys| _ —/a3 — as (a1+\/a%—a2)\/a%—a2 > 1
Oy u* a; —+\/ai —as as .

Daher ist Algorithmus I sehr schlecht konditioniert. Betrachten wir in Algorithmus II die gleiche
Stelle, so sehen wir:

ou* ys| —as .\/a%—ag(al%—\/a%—@) B a? — as <1
Jys u* (a1 ++/a? — az)? as ar++/af —as |~

Hier liegt also gute Kondition vor. Obwohl beide Algorithmen mathematisch dquivalent sind,
ist der erste numerisch instabil, der zweite aber stabil. In Algorithmus I tritt in Schritt vier
Ausloschung auf. In unserer Situation ist Algorithmus II dort numerisch stabil. Dies kann sich
aber éndern, denn fiir a? ~ ay tritt in beiden Algorithmen im zweiten Schritt Ausloschung auf.

|

Zwei wesentliche Moglichkeiten, die Akkumulation von Fehlern im Laufe eines Algorithmus ein-
zuschétzen, bilden die Vorwdrts—und Rickwdirtsfehleranalyse. Bei der Vorwirtsanalyse (forward
analysis) wird die Menge f(Z) aller durch Eingabefehler und Fehler im Algorithmus gestérten
Resultate betrachtet. Diese sind ein Teil der eigentlichen Resultatmenge f(Z). Wir nennen einen
Algorithmus stabil im Sinne der Vorwértsanalyse, wenn die Menge f () von derselben Grofien-
ordnung wie f() ist:

If (@) — f(@)]
1 (@)

< 0 Krel * €DS,

o also klein genug ist.

input set

output set

Die Riickwirtsanalyse (backward analysis), die auf [W] zuriickgeht, beruht auf dem Prinzip, daf
man sdamtliche, im Laufe der Rechnung auftretende Fehler als Ergebnis exakter Rechnungen zu
geeignet gestorten Daten ansieht. Daraufhin schitzt man den Strérungsgrad der Daten und die
Kondition des Problems ab, um so eine Abschétzung fiir den Gesamtfehler zu erhalten.

perturbed input set output set

Dazu folgendes
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Beispiel 2.3.2 Seien 1, x2, 3 Maschinenzahlen einer Rechenmaschine mit Genauigkeit eps.
Berechne die Summe f(z1,x2,23) = (x1 + x2) + x3. Also gilt

f(331,962,1‘3) = ((xr1+z2)(1 4+ e1) + x3)(1 + £2),
wobei |g;| < eps sei. In erster Nidherung ist dies gleich

371(1 +e1+ 52) + xg(l +e1+ 82) + 173(1 + 62) =121+ o+ T3 (2.3.3)

Nun kann man das fehlerbehaftete Resultat f als exaktes Ergebnis zu gestorten Eingabedaten
der Form Z; = z;(1 + ¢;) mit |d;] < 2eps fiir ¢ = 1,2 und |d;| < eps fiir i« = 3 auffassen. Der
unvermeidbare Fehler in den Daten ist nach (2.1.5) durch

3
Sﬂrel §
i=1

beschrankt. Der durch die Rechnung bedingte Fehler 148t sich durch

3
S/frel E
i=1

abschitzen. Also sind die Fehler Frechnung Und Fpagen in der gleichen GréBenordnung und f
damit ein stabiler Algorithmus. Man beachte allerdings, dafl k.. fiir bestimmte Werte x; wieder
sehr grof sein kann, was bedeutet, dafl Frechnung => eps werden kann. n

Foate) = [ {21

f(x)

< 3"ireleps

fi—xi
A

x

FRechnung(.Z') = ’W

T —x;

3
S Rrel Z ‘5z| S E')/frelepS
i=1

T

Das Ziel der in diesem zweiten Kapitel gefithrten Diskussion soll Grundlage fiir die verniinf-
tige Einschétzung von Verfahrenskomponenten sein. Es sollte eine gewisse Sensibilitidt dafiir
entwickelt werden, wann und unter welchen Umsténden es in Algorithmen zu fehlerhaften Re-
sultaten kommen kann und in welcher Gréflenordnung diese liegen konnen. Hierfiir haben wir
einige Beispiele gesehen. Man kann héufig trotzdem nicht jeden einzelnen Schritt eines komple-
xeren Algorithmus’ sezieren. Faustregeln sind

e Kenntnisse iiber die Kondition eines Problems sind oft fiir dessen Beurteilung und Inter-
pretation von entscheidender Bedeutung;

e im Rahmen der Gleitpunktarithmetik sollte man Abfragen, ob eine Griéfle gleich Null
oder ob zwei Zahlen gleich sind, vermeiden. Anstelle von IF(x==y) sollte man besser
IF (FABS (x~y)>0) priifen;

e soweit es geht, sollten Ausloschungseffekte vermieden werden;

e bei der Bildung von Summen kénnen gewisse Reihenfolgen vorteilhafter als andere sein.



3 Direkte Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

3.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel behandeln wir direkte Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme. Ei-
ne Vielzahl von Problemen in den Naturwissenschaften wird auf das Losen von linearen Glei-
chungssystemen zuriickgefiihrt, so z.B. die Diskretisierung von Differentialgleichungen. Zunéchst
werden grundlegende Begriffe und Bezeichnungen eingefiihrt. Mit K seien stets die reellen oder
komplexen Zahlen gemeint; K™*" bezeichne die Menge aller Matrizen der Form

ail A1n
A=

Gm1 *°* Gmn

mit Eintrigen in K. Im folgenden lautet unsere grundsétzliche Aufgabe: Gegeben seien A € R™**"
und b € R™. Man finde ein x € R", das die Gleichung Ax = b erfiillt. Aus der Linearen Algebra
wissen wir bereits, daf3

n
Az =b &quivalent zu Zaijxj =b, firi=1,....,n (3.1.1)
j=1

ist. Grundlegend fiir die weitere Diskussion ist der folgende
Satz 3.1.2 Seien A € R™*"™ und b, z € R™. Dann sind dquivalent:

(i) Die Gleichung Ax = b besitzt genau eine Losung © € R™;

(ii) det A # 0;

)

)

(iii) A ist regulér;

(iv) rang A = n;
)

(v) die Gleichung Az = 0 hat nur die triviale Lésung = = 0. "

Im folgenden sei stets det A # 0 angenommen. Prinzipiell konnte man die Losung des linearen
Gleichungssystems Ax = b durch Anwendung der CRAMER’schen Regel ermitteln. Diese besagt,
daBl der Losungsvektor z des linearen Gleichungssystems mit regulédrer Koeffizientenmatrix durch

det Aj
T =
7 det A
eindeutig bestimmt ist, wobei A; die Matrix bezeichne, die man aus der Koeffizientenmatrix

A erhilt, indem man die j—te Spalte durch den Vektor b ersetzt. Die Losung eines linea-
ren Gleichungssystems mit dieser Methode erfordert die Berechnung von n + 1 Determinanten

det Aq,...,det A,,det A. Um diese zu berechnen, konnte man etwa die LEIBNIZ—Regel
n
det A = Z sign o H i o (i)
0ESn =1

verwenden, die jeweils n! Rechenoperationen erfordert. Dafl die CRAMER’sche Regel zur Losung
eines Systems von mehr als drei Gleichungen fiir die Praxis ungeeignet ist, zeigt die folgende
Tabelle. Dort stehen die Zeiten, die ein 100 mflop—Rechner (=10® flops/sec) fiir die Berechnung
von z mittels CRAMER’scher Regel fiir n = 10,12, 14, 16, 18, 20 bréuchte.



3.2 Dreiecksmatrizen und Riickwéartseinsetzen 21

n | 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20
Zeit | 0.4 sec | 1 min | 3.6 h | 41 Tage | 38 Jahre | 16000 Jahre

Im folgenden werden wir verschiedene Ansétze zur Losung von linearen Gleichungssystemen
Az = b kennenlernen, die ausnutzen, daf die Loésung von (3.1.1) identisch zur Lésung von
CAz = Cb mit C € R™" und det C' # 0 ist.

3.2 Dreiecksmatrizen und Riickwirtseinsetzen

Eine Matrix R = (7i;)i j=1,..n € R™™ heiit obere Dreiecksmatriz, falls r;; = 0 fiir i > j gilt,
also

T Triz - Tin
0 T9292

R =
0 0 7Tnn

l1i1 O 0

I— 12‘1 loo
0
Ly - o o

Insbesondere ist die Transponierte einer oberen Dreiecksmatrix eine untere Dreiecksmatrix und
umgekehrt, also RT = L und LT = R. Die einzigen Matrizen, die sowohl obere als auch untere
Dreiecksgestalt haben, sind Diagonalmatrizen.

Wir stellen zunéchst die Frage, fiir welchen Typ von A das Gleichungssystem Ax = b besonders
leicht 16sbar ist. Falls A Diagonalmatrix ist, ist der Fall trivial. Hat A obere Dreiecksgestalt, so
ist (3.1.1) von der Form

r1121+ ...+ Ty = bl

(3.2.1)

TonTn = by

det R = ﬁ T
i=1

gilt, ist (3.2.1) genau dann eindeutig lésbar, wenn r; # 0 fiir alle i« = 1,...,n ist. Dies 143t
folgende Losungsstrategie zu: Stelle die letzte Gleichung von (3.2.1) zu

bn
Ty = —
T'nn
um. Durch sukzessives Einsetzen der Werte x,,,x,_1,... von unten nach oben erhélt man den

Losungsvektor des Systems. Hiermit 148t sich folgender Algorithmus herleiten.
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Algorithmus 3.2.2 (Riickwirtseinsetzen) Seien R € R"*" eine obere Dreiecksmatrix mit
ri; # 0 fur allei =1,...,n und b € R™. Berechne fiir j =n,...,1

n

bj— X Tk
k=j+1

T =
J .
Tj5

Der Rechenaufwand fiir diesen Algorithmus betréigt fiir jedes j =n,n—1,...,1 je n — j Multi-
plikationen/Additionen und eine Division. Insgesamt ergibt sich als Rechenaufwand

L nn-1)
S-g)= =1

fiir die Multiplikationen bzw. Additionen und n und fiir die Divisionen. Ublicherweise ist eine
Addition viel schneller berechenbar als eine Punktoperation. Daher zdhlen wir nur die Multi-
plikationen und Divisionen als wesentliche Operationen. Weiterhin beriicksichtigen wir nur die

Terme von hochster Ordnung, d.h.
2

2 2

Demnach betriagt der Rechenaufwand fiir das Riickwértseinsetzen

0, (;rﬂ) , (3.2.3)

wobei n die Anzahl der Unbekannten bezeichnet. Das Verfahren fiir das Vorwértseinsetzen lauft
komplett analog. Im folgenden erarbeiten wir eine Strategie zur Lésung von Ax = b fiir Matrizen
A mit beliebiger Struktur und det A # 0. Dazu transformieren wir A auf obere Dreiecksgestalt.
Hierzu noch folgendes

nn—1) . n

Lemma 3.2.4

a) Seien R; und Ry obere Dreiecksmatrizen, dann ist auch Ry Ry eine obere Dreiecksmatrix.

b) Ist R eine obere Dreiecksmatrix, so ist auch R~! eine obere Dreiecksmatrix.

Analoge Aussagen gelten fiir untere Dreiecksmatrizen. "

3.3 GAauss—Elimination und LR—Zerlegung

Wir beginnen unsere Diskussion mit Methoden ohne Pivotisierung. Die bekannteste Methode,
das System

Az =1b (3.3.1)

mit det A # 0 auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, ist die GAUSS—Elimination. Die Idee hierbei
ist, daB man die Losung von (3.3.1) nicht veriindert, wenn man ein Vielfaches einer Gleichung
von einer anderen subtrahiert. Sei a1; # 0. Man subtrahiere nun geeignete Vielfache der ersten
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Zeile von A von den iibrigen Zeilen, so daf} die resultierenden Eintrige der ersten Spalte der
Matrix A verschwinden, d.h.

* ok ok k% * ok ok k%

* % ok ok % 0 * * *x x
A=AD = |5 % % % x| =0 % % % | =43

* % k% % % 0 * * * =%

¥ x  % k% 0 * * *x =%

Ist nun der (veréinderte) Eintrag ass von A®) ungleich Null, so wiederhole man das Verfahren
fiir die zweite Spalte. Mit diesem Verfahren kann man A sukzessive auf obere Dreiecksgestalt
bringen, ohne daf§ man die Losung von (3.3.1) veréndert. Damit dies gilt, mufl man entsprechend
auch die rechte Seite b umformen. Dazu kann man das System auch in eine einzige Matrix, eine
erweiterte Koeffizientenmatriz (A, b) schreiben. Hieraus ergibt sich folgender Algorithmus.

Algorithmus 3.3.2 (Reduktion auf obere Dreiecksgestalt) Seien A € R™*™ mit det A #
0 und b € R".

FORj=1,...,n—1

IF ajj 75 0
FORi=j54+1,....,n
Qs
2y S 2 — iZj = lij (3.3.3)
ajj
END
END

END

Hierbei steht z; fiir die i—te Zeile der jeweiligen Untermatrix AU), Es empfiehlt sich, zur Priifung,
ob a;; # 0 ist, nicht IF(a[j] [j1==0) abzufragen, sondern besser IF ((FABS(a[j][j]1)>0) abzu-
priifen. Das Resultat dieses Algorithmus hat die Form (R, ¢), wobei R eine obere Dreiecksmatrix
ist. Dieser Algorithmus versagt allerdings, wenn a;; = 0 fiir ein j ist. Diesen Fall behandeln wir
spéter. Um ein Gefiihl fiir das praktische Vorgehen dieses Algorithmus zu bekommen, betrachten
wir folgendes

Beispiel 3.3.4 Gegeben seien

2 -1 -3 3 1
4 0 -3 1 -8
A=16 1 16| W] g6
-2 -5 4 1 —12
Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A, b) lautet
2 -1 =3 3| 1
4 0 -3 1| -8
(4,0) = 6 1 -1 6|-16
-2 -5 4 1|-12
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Wir gehen den obigen Algorithmus schrittweise durch: Sei j = 1. Der Algorithmus berechnet

2 -1 -3 3 1
0 2 3 —-5|-10
N
0 4 8 -—-3|-19
0 —6 1 4 | —11
Nun folgt j = 2:
2 -1 -3 3 1
0 2 3 —-5]-10
N
0o 0 2 7 1
0 0 10 -—-11]-41
Und schliellich noch j = 3:
2 -1 -3 3 1
i | lis 0 2 3 =5 |-10 | _
i[5 00 2 7 |1 (B, c)
0 0 0 —46|—46
Nun erhélt man die Lésung
9
2
r=| _4
1

durch Riickwértseinsetzen. In der Praxis ist es weiterhin iiblich, die Elemente unter der Diago-
nalen, die wir hier als Null ausgegeben haben, mit den jeweiligen [;; Werten der nebenstehenden
Tabellen zu iiberspeichern. "

Fiir die GAUss—Elimination ohne Pivotisierung ergibt sich folgender Algorithmus.
Algorithmus 3.3.5 (GAuss—Elimination ohne Pivotisierung)

1.) Bestimme (A,b) — (R, c) geméf Algorithmus 3.3.2.

2.) Lose Rz = ¢ geméB Algorithmus 3.2.2. "

Bei der Implementierung braucht man durch geeignetes Uberspeichern der Eintrige von A und
Ablegen der /;; unterhalb der Diagonalen keinen zusétzlichen Speicherplatz.

Programmentwurf 3.3.6 (fiir Algorithmus 3.3.2) Seien A € R™*" mit det A # 0 und b €
n
;Roﬁj: 1,....n—1
IF ajj = (0 STOP
ELSE

FORi=j+1,..,n
Qjj < ——; b,‘ — bi - a,-jbj
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FORk=j4+1,...,n
Qi < Qik — QijAjk

END
END

END

END [
Der Rechenaufwand fiir diesen Algorithmus ist

o), )

da bei den drei Rechenschritten fiir Riickwértseinsetzen und GAUsS—Elimination jeweils n — j
Operationen ausgefiithrt werden miissen.

Satz 3.3.8 Sei A € R™ " nichtsinguldr und der GAuss—Algorithmus 3.3.6 durchfithrbar (d.h.
es gilt a%) # 0 fiir jedes 7). Dann liefert Algorithmus 3.3.6 eine LR—Zerlegung von A, d.h.

A=LR (3.3.9)
mit
1 0 0
o |l 1
: 1 0
lnl ln,n—l 1
und
a1l a12 a1n
R = 0 az
0 0 apn
Diese Zerlegung ist eindeutig.
Beweis: Einen Beweis findet man z.B. in [DH]. n

Da die Matrix L auf der Diagonalen nur Einsen enthélt, also normiert ist, mufl man diese bei
der Implementierung nicht abspeichern. Wir geben die Matrizen L und R fiir obiges Beispiel
noch einmal explizit an:

1 0 00 9 -1 -3 3
2 1 0 0 0 2 3 5
L=l3g 9 1o ™d B=|y ¢ o 7
1 -3 5 1 0 0 0 —46

Mit der Faktorisierung (3.3.9) von A 148t sich Algorithmus 3.3.5 folgendermaflen schreiben:

Algorithmus 3.3.10
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1.) Bestimme A = LR mit Av = LRx = Ly = b.
2.) Lose Ly = b durch Vorwirtseinsetzen.

3.) Lose Rz =y durch Riickwirtseinsetzen. .

Der Rechenaufwand fiir Algorithmus 3.3.10 betrigt fiir das Vorwarts— und Riickwértseinsetzen
je O (%n2) und fiir die LR—Zerlegung O (%n?’), insgesamt also O (%ng)

Wir kommen nun zu Methoden mit Pivotisierung. Satz 3.3.8 gilt nur unter der Voraussetzung,
daf ag.jj) = 0 fiir alle j gilt. Schon das Beispiel

=0 )

zeigt, dafl dies nicht immer gelten muf}. Weiter kann es problematisch sein, wenn einige Matri-
xeintrége sehr klein im Vergleich zu anderen sind. Ein eindrucksvolles Beispiel hierfiir findet man
in [DH], p. 10. Andererseits éndert sich die Losung des Gleichungssystems Az = b nicht, wenn
man die Gleichungen in Ax = b, d.h. die Zeilen von A und die entsprechenden Komponenten von
b vertauscht. Im obigen Beispiel liefert bereits die Vertauschung beider Zeilen eine obere Drei-
ecksmatrix. Ist allgemeiner det A # 0, so enthélt die erste Spalte von A mindestens ein Element
a1 # 0. Falls also a;; = 0 ist, vertausche man die erste Zeile mit der i—ten Zeile, damit eine
Anwendung des obigen Prinzips ermoglicht wird. Dies legt die folgende Vertauschungsstrategie
nahe. Man bestimme in der zu eliminierenden Spalte zuerst das betragsméfig grofite Element
und vertausche die Zeilen entsprechend. Dies nennt man Spaltenpivotisierung.

Programmentwurf 3.3.11 (LR—Zerlegung mit Pivotisierung) Fiir j = 1,...,n — 1 be-
rechne p mit 7 < p < n, so daf}

lapj| = max faij|
ist. Setze dann
i =P,
um die Pivotzeile zu merken. Vertausche dann Zeile j mit Zeile p. Fiir : = 5+ 1,...,n berechne
aij aﬂ
ajj

Fir k =75+ 1,...,n berechne
ik < Qi — AgjAjk.

Algebraisch wird die Vertauschung mittels elementarer Permutationsmatrizen Pj; dargestellt.
Sie entstehen aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen der Zeile ¢ mit der Zeile k. Es ist etwa

1

Py = : : . (3.3.12)
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Damit entspricht in Programmentwurf 3.3.11 r; den Permutationsmatrizen Pj,, und es folgt
n
P:=]][ P, (3.3.13)
j=1

Beachte

L fr 7 =k } (3.3.14)

detpik:{ 1 fiir i Ak
Nun haben wir folgenden

Satz 3.3.15 Sei A € R™*"™ nichtsinguldr. Dann existiert eine Permutationsmatrix P, eine dazu
eindeutige normierte untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R mit

PA=LR. (3.3.16)

Beweis: Einen Beweis findet man in [DH| und in Standard—Numerik—Biichern. n

Also haben wir folgenden
Algorithmus 3.3.17 (GAuss—Elimination mit Pivotisierung)

1.) Bestimme PA = LR mit PAx = LRx = Pb.
2.) Lose Ly = Pb durch Vorwértseinsetzen.

3.) Lose Rz =y durch Riickwirtseinsetzen. "

Der Rechenaufwand ist immer noch O (%nzj’) Anstelle der Spaltenpivotisierung kann man
auch eine Zeilen— oder sogar eine Totalpivotisierung (d.h. Zeilen— und Spaltenpivotisierung)
durchfithren, wobei letzteres meist nicht angewendet wird, da es in der Regel zu aufwendig ist.

Wir kommen nun zu A quilibrierung und Skalierung. Eine Multiplikationen der Zeilen des Glei-
chungssystems Ax = b mit Skalaren &ndert die Losung nicht, wohl aber die Reihenfolge der

Vertauschung. Anstelle von Az = b 16st man dann ein System der Form DAx = Db, wobei
-1

n

D = diag(dy,...,d,) eine Diagonalmatrix und d; = | 3 |aj] fir ¢ = 1,...,n ist. Dies
j=1

nennt man Zeilendquilibrierung. Entsprechend kénnte man eine Spaltenéquilibrierung oder bei-

des durchfithren. Hierfiir gibt es aber kein festes Verfahren. Daher sind solche Skalierungsfragen
in Paketen wie LAPACK meist dem User iiberlassen.

Einige Konsequenzen und Anwendungen von Satz 3.3.15 sind etwa die vereinfachte Berechnung
von Determinanten. Aus PA = LR folgt

det P-det A =det L - det R = det R.

Mit (3.3.14) ist o := det P = (—1)°, wobei s die Gesamtanzahl der Zeilenvertauschungen be-
zeichne. Hieraus folgt nun

det A=odet R=o []rj (3.3.18)
j=1

Hierbei betrédgt der Aufwand nur O (%n:s) Operationen im Vergleich zu O(n!) Operationen bei
der Anwendung der LEIBNIZ-Regel. (Fiir n = 20 bedeutet dies auf einem 100 mflop—Rechner
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0.1 ms gegeniiber 16000 Jahren.) Fiir den Fall mehrerer rechter Seiten b muff man das Glei-
chungssystem Ax = b nicht mehrfach mit verschiedenen rechten Seiten 16sen, sondern benétigt
nur einmal die LR—Zerlegung von A mit dem Aufwand O = (%n3) Der Rest erfolgt iiber
Vorwirts— und Riickwértseinsetzen mit einem Aufwand von O = (%nQ) Auch die Berechnung
der Inversen ist durch das Losen von Gleichungssystemen moglich. Es gilt

PA=LR genau dann, wenn A~' = R7!L7IP

ist. Algorithmisch bedeutet dies die Losung von n Systemen Az’ = ¢’ fiir i = 1,...,n. Dann sind

die 2! die Spalten von A~!. Der Aufwand hierbei ist O <%3) fir die LR—Zerlegung, sowie n—mal

Vor— und Riickwértseinsetzen mit je O (%), also insgesamt O = <%) In der Numerik wird

in der Regel die Inverse einer Matrix nie explizit benstigt. Der Ausdruck z = A~'b ist daher
stets prozedural so zu interpretieren, dafl x die Losung von Ax = b ohne explizite Berechnung
von A~ ist.

Bemerkung 3.3.19

a) Die LR-Zerlegung aus (3.3.18) 148t sich auch blockweise anwenden, d.h. fiir a;; € R™"
mit 7 < n.

b) Insbesondere ld8t sich die L R—Zerlegung verwenden, wenn A Block— oder Tridiagonalma-
trix ist. -

3.4 CHOLESKY—Verfahren

Obige L R—Zerlegung ist prinzipiell fiir beliebige Gleichungssysteme mit nichtsinguldren Matrizen
A anwendbar. Viele Anwendungsbeispiele liefern jedoch Matrizen, die bestimmte Struktureigen-
schaften haben. Oft liegt zum Beispiel der Fall vor, dafl A symmetrisch und positiv definit ist.

Definition 3.4.1 Eine Matrix A € R™*™ heifit symmetrisch positiv definit, falls

A= AT und ol Az = (x, Az) > 0
fiir alle x € R™, x # 0 ist. Der Begriff symmetrisch negativ definit ist analog definiert. n
Beispiele fiir symmetrisch positive Matrizen sind etwa A = I, A := BTB mit B € R™*"

und m > n sowie rang B = n. Diese Problematik werden wir in Kapitel 4 bei den linearen
Ausgleichsproblemen wieder aufgreifen. Wir gehen weiter mit einigen

Eigenschaften 3.4.2 Sei A € R™*™ symmetrisch positiv definit. Dann gilt:

i) Ist A invertierbar, so ist auch A~! symmetrisch positiv definit;
i) a; >0 furallei=1,...,n;

iii) jede Hauptuntermatrix
Q3141 - Qi1
A:
Qi1 41 0 Glgl

fiir 1 <14y <14; < n ist wieder symmetrisch positiv definit;
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v) A hat nur positive reelle Eigenwerte;

vi) bei der LR—Zerlegung ohne Pivotisierung ist die Restmatrix wieder symmetrisch positiv
definit. .

Wesentlich ist das folgende Resultat.

Satz 3.4.3 Jede symmetrisch positiv definite Matrix A € R™*"™ besitzt eine eindeutige Zerle-
gung

A=LDLT, (3.44)
wobei
1
L=y, . und D = diag(di1,...,dnn) (3.4.5)
* % 1

mit d; > 0 fiir alle i = 1,...,n ist. Umgekehrt ist jede Matrix der Form LDL” mit den
Eigenschaften 3.4.5 wieder symmetrisch positiv definit.

Beweis: Wir beginnen mit der Notwendigkeit der Bedingung. Sei A symmetrisch positiv definit.
Nach 3.4.2 (i) ist A invertierbar. Weiter existiert nach 3.4.2 (ii) und 3.4.2 (iv) eine eindeutige
LR-Zerlegung von A (ohne Pivotisierung) der Form A = LR. Sei nun D := diag(ri1, ..., mn)
und M := D7 'R. Dann gilt A = LR = LDM und AT = MTDL". Wegen A = AT und der
Eindeutigkeit der Zerlegung ist L = M7, also A = LDL™. Weiter ist 7; > 0 fiir allei = 1, ..., n,
denn

n
0<a"Az = (z,LDL"2) = (L"2,DL"x) = (y, Dy) = > _ duy; (3.4.6)
=1

womit die Behauptung folgt. Die Bedingung ist hinreichend. Die Symmetrie ist klar. Der Rest
folgt mit (3.4.6). .

Bemerkung 3.4.7

i) Es gilt
A=LDLT = LL"
1

- 1 1
mit I := LD? und D3 := diag(diy, ..., d3n). Die Matrix L heit CHOLESKY—Zerlegung
von A und ist eine untere Dreiecksmatrix.

ii) Beachte, dafl wegen 3.4.2 (ii) und 3.4.2 (iv) keine Pivotisierung notwendig ist. Dies ist auch
nicht sinnvoll, da eine Vertauschung von Zeilen die Symmetriestruktur zerstoren wiirde.

iii) Da A = AT, ist A bereits durch w Eintrédge a;; mit 7 < j vollstéindig bestimmt.

FEine mogliche Anwendung der CHOLESKY—Zerlegung bietet die Matrix, die durch Diskretisierung
einer elliptischen Differentialgleichung, sieche Anhang A, entsteht.



30 3 DIREKTE VERFAHREN ZUR LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

Die Konstruktion der CHOLESKY—Zerlegung von A beruht auf einer geschickten Reihenfolge der
Berechnung der Eintriige von L durch elementweise Auswertung von A = LDL” der Form

l11 0 d11 0 S ailr - Gin
=\ : ol (3.4.8)

lnl to lnn 0 dnn 0 lnn apl  *°  Qpp

Fiir das untere Dreieck ¢ > k gilt

n k—1
i =Y _Lijdjlig = Y lijdjile; + ligdprli.
j=1 j=1
Dies ist dquivalent zu
k—1
Lindir = aig — Y _ Lijdjjli;.
j=1
Fir £ =1 gilt
lindin = ain,

womit fiir ¢ = 1 dy1 = aq1 folgt, da ly3 = 1, und fiir i > 1 [;; = gﬁ Damit haben wir die erste
Spalte von L berechnet. Setzen wir nun voraus, daf§ alle Eintrdge von L bis Spalte £ — 1, d.h.
alle [;; fir 5 > 1 und j < k — 1, sowie d;; fiir ¢ < k — 1 bekannt sind. Damit berechnet sich die

k-te Spalte von L im Fall 1 = k als

k—1
lekdgr = agr — Z liidij
=1
und im Fall ¢ > k als .
—1
Lk = (e — Y Lijdjjli;) /di-
=1

Das Verfahren ist immer durchfiihrbar, da nach (3.4.5) dgx > 0 ist. Somit haben wir einen

Programmentwurf 3.4.9 (CHOLESKY—Verfahren)

FORk=1,...,n
diag < agp — Za%jajj

i<k
END
IF diag < 107° ay), STOP
ELSE
ag, < diag

FORi=k+1,...,n
air — (Qik — Y ijaian;)/a
i<k
END

END n



3.5 Bandmatrizen 31

Bemerkung 3.4.10

i) Die Losung von Az = b <= LDL"z = b reduziert sich wieder auf Ly = b und LTz =
D' mit y = DLT.

ii) Obiger Programmentwurf enthélt einen numerischen Test auf positiv—Definitheit.

iii) Der Aufwand ist etwa die Hélfte der LR—Zerlegung, also O (%n3) Operationen. "

3.5 Bandmatrizen

In den Anwendungen gibt es oft Matrizen A € R™*", die diinn besetzt (sparse) sind, d.h. die
Anzahl der Nicht-Null Eintriige ist O(n) im Unterschied zu O(n?) einer vollbesetzen Matrix.
Eine spezielle Form sind Bandmatrizen. Bandmatrizen sind quadratische Matrizen, bei der alle
Matrixelemente gleich Null sein miissen, aufler denen, die auf der Hauptdiagonalen und p dariiber
und ¢ darunter liegenden Diagonalen a;; mit j < i + p bzw. a;; mit « < j + ¢ liegen. Die
Matrixelemente ungleich Null sind alle auf einem diagonal verlaufenden Band angeordnet, was
auch den Namen erkldrt. Eine Bandmatrix hat also die folgende Gestalt:

air alp 0
Qg1 ‘e . T .
A=|" . (3.5.1)
T T Gp—p+1,n
0 Ann—q+1 " Gnn

Man sagt, die Matrix hat die Bandbreite p+ q — 1.

Bemerkung 3.5.2 Bei der LR—Zerlegung ohne Pivotisierung bleibt die Bandbreite erhalten.
Sei A = LR mit Bandbreite p + ¢ — 1. Dies ist dquivalent zu L hat die Bandbreite ¢ und R hat
die Bandbreite p. n

Fiir den Rechenaufwand gilt: Die LR-Zerlegung kostet O(pgn) und das Vorwirts— und
Riickwirtseinsetzen O((p + ¢)n). Insbesondere gilt, falls p und ¢ klein sind relativ zu n, dafl der
Aufwand zu O(n) proportional zur Anzahl der Unbekannten schrumpft. Weiter kann man eine
kompakte Speicherung von Bandmatrizen durchfiihren. Bandmatrizen werden im Allgemeinen
nicht als Feld mit n? Eintréigen gespeichert, sondern man benutzt Skyline— oder SKS—Formate.
Hierzu codiert man die Skyline der Matrix. Die Idee dabei ist, dafl man Matrixeintrage hinter-
einander weg speichert und einen Vektor mit den Positionen der Eintrége initialisiert.

3.6 Fehleranalyse bei linearen Gleichungssystemen
Wir fragen uns nun, wie die exakte Losung = von
Az =b (3.6.1)

mit nichtsymmetrischem A € R™*™ und b € R" von Stérungen in A und b abhéngt. Dies soll im
Sinne der Riickwértsanalyse geschehen. Wir interpretieren also Rundungsfehler bei Rechnungen
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als Eingabefehler. Sei dabei || - || eine beliebige, aber fest gewéhlte Vektornorm auf R™ bzw. die
durch

Ax
14]] = up 142l
o [l
induzierte Operatornorm. Als Operatornorm ist || - || submultiplikativ, d.h.
IAB| < [[All - [IB]l (3.6.2)
fir A, B € R™™".
Sei & = x + Ax die Losung des gestorten Systems
(A+ AA)(x + Ax) = (b+ AD). (3.6.3)

Satz 3.6.4 (Storungssatz) Sei A € R™" nichtsingulir und b € R™. Es gelte
|A7Y| - |AA| < 1. (3.6.5)

Dann gilt fiir Az gemif (3.6.3)

A A AA A
|zl sy (4) <|| I, bn) | 566)
1™ 1 — ke (A) - 'li | Al [o]]
mit der Kondition von A beziiglich || - ||,
g (A) = [1AI] - 1A (3.6.7)

Beachte noch, dafl wegen

AA _
ap()- Ll =4 A gy <

der Faktor auf der rechten Seite in (3.6.6) positiv ist. Weiter besagt (3.6.6), dafl sich der relative
Fehler in « durch den relativen Fehler der Eingabedaten ”ﬁ:ﬁ” nd HHAbﬁ” abschétzen 148t. Satz
3.6.4 gilt auch, wenn AA = 0 oder Ab = 0 ist, also keine Stérung weder in A noch in b vorhanden

ist. Falls AA = 0 ist, reduziert sich (3.6.6) auf

|Az] |AD]

Beweis: Es gilt
(A+AA)(x+ Az) =b+ Ab
Az + (AA)z + A(Az) + (AA)(Az) = b+ (Ab)

A(Az) = Ab — (AA)z — (AA)(Ax)
Az = A7Y(Ab) — A1 (AA)z — A~H(AA)(Aw),

111

womit

1Az < [JATH - IAAL - o]+ [JATH - AAL - | Az + [|ATH] - | Ab]
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folgt. Dies ist dquivalent zu

B |AA] v 1Al 1A~
<1 R (A) T4 Az < |AT] - 1 [[AAf| |zl + T4l [ AD[[[[ Al

Beachte nun
[0l = [|Az]| < [|A]l - ||,

woraus

<
(1A= Joll

folgt, womit wir weiter abschéitzen

<1 — H||.||(A)”ﬁﬁ,’> |Az|]

14| |mw>
< g (A
”()(HAHWH m
JAALL (A ]
S K.
) | Seirliet + Il
Und somit gilt
|Az] 1 (A) JAAl (A
el = 1 o). 130 \CA] el )
— )1 (A) - T

Bemerkung 3.6.9 In einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps sind die Daten A,b mit
dem Fehler eps behaftet. Daher gilt nach Satz 3.6.4, daf§ es fiir die Bestimmung von x einen
unvermeidlichen Fehler der Grofenordnung . (A) eps gibt. n

Bemerkung 3.6.10 Allgemein 148t sich natiirlich ||A~!|| nicht explizit ausrechnen, da die Be-
rechnung von A~! mehr Aufwand als die Losung von Az = b erfordert. Daher schitzt man

%) (A) tiber Kenntnisse der Eigenwerte ab. Es gilt M > k). (A). u

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts noch einmal zusammen: Ist A symmetrisch positiv
definit, so kann man das CHOLESKY—Verfahren anwenden. Die Riickwértsanalyse liefert, dafl &
die exakte Losung des gestorten Systems

(A+AA)z =0
ist, wobei sich die Stérung durch
Al _
[Allo —

mit einer von n abhéngigen Konstante ¢, abschéitzen la8t. Somit ist die Stoérung in der Gréflen-
ordnung der Maschinengenauigkeit. Also ist das CHOLESKY—Verfahren stabil. Ahnliches gilt fiir
die LR—Zerlegung mit Pivotisierung. Hier ist das Verfahren auch stabil, d.h. der Fehler bleibt
in der Groflenordnung des durch die Kondition bedingten Fehlers. Das Verfahren fiir die LR-
Zerlegung fiir beliebiges A ohne Pivotisierung hingegen ist nicht stabil.
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Beispiel 3.6.11 Lose das System Ax = b, wobei A die HILBERT-Matrix

{1 11 1
2 i{ 4 n
1 1 11 1
A— 2 3 4 5 n—.f—l c "
1 . 1
n n+l 2n—1
ist. Wihle b = (%, n%rl, cee, ﬁ)T Dann ist die Losung z = (0,...,0,1)7. A ist symmetrisch

positiv definit. Fiir n = 12 und eps = 10716 gilt fiir die CHOLESKYZerlegung, daf das Resultat
mit einem Fehler der Gréflenordnung

17 = 2l

~16-1072
HxHoo

behaftet ist, da koo (A) ~ 106 fiir n = 12 ist. n

3.7 (QR—Zerlegung

Bisher hatten wir als Verfahren zur Losung des Gleichungssystems Az = b die Zerlegung A = LR
betrachtet, wobei L eine untere und R eine obere Dreiecksmatrix waren. Jetzt diskutieren wir
eine Zerlegung

A=QR (3.7.1)

wobei () eine orthogonale und R eine obere Dreiecksmatrix ist. Dazu definieren wir

Definition 3.7.2 Eine Matrix Q € R™ " heifit orthogonal, falls Q7Q = I ist. "

Aufgrund der Orthogonalitiit ist @~ = Q7' was
Ar=b < QRx=b «— Rr=Q"b (3.7.3)

impliziert, d.h. die Berechnung der Losung reduziert sich wieder auf Riickwértseinsetzen, wenn
die QR-Zerlegung von A bekannt ist (fiir nichtsingulidres A). Die (Q R—Zerlegung ist ein sehr
stabiles Verfahren zur Losung linearer Gleichungsysteme. Sie wird auch zur Lésung von Aus-
gleichsproblemen und der Berechnung von Eigenwerten eingesetzt. Insbesondere muf3 die Matrix
weder quadratisch noch nichtsingulér sein. Die Menge der orthogonalen Matrizen bezeichnen wir
mit

O,(R) :={Q e R™": QT =Q7'}.
Satz 3.7.4 Fiir orthogonale Matrizen gilt

i) Ist Q € Oy, so gilt |det Q| = 1.
ii) Fir @1 und @2 € 0, (R) gilt @1Q2 € O,.

iii) Es gilt || Qz|l2 = ||z||2 fur alle z € R™. Geometrisch bedeutet dies, daf orthogonale Matrizen
Drehungen oder Spiegelungen beschreiben.

iv) Fiir jedes A € R™™ und Q € 0, gilt ||All2 = |QAll2 = [ AQ]|2.

v) Ebenso gilt k2(QA) = k2(AQ) = ka2(A).
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vi) Fiir alle Q € O, gilt ko(Q) = 1. n

Wir kommen nun zur Bestimmung der Zerlegung (3.7.1). Die Matrix A wird durch sukzessive
Multiplikation mit geeigneten Orthogonalmatrizen @; € O, von links auf obere Dreiecksgestalt
gebracht. Man setzt

[[ei=@

Die Konstruktion der @Q); erfolgt nach zwei unterschiedlichen Prinzipien. Entweder

e nach den HOUSEHOLDER-Reflexionen, oder

e nach den GIVENS—Rotationen, die gezielt ein vorhandenes Nullenmuster der Matrix aus-
nutzen koénnen.

3.7.1 HOUSEHOLDER—Spiegelungen

Das Prinzip der HOUSEHOLDER—Spiegelungen ist, die Spalten von A sukzessive auf ein Vielfaches

des ersten Einheitsvektors zu transformieren. Definiere dazu fiir v = (vy, ..., vp)T die Dyade
V1 v1vr -0 U1l
T .
vor = | | (V1. vp) =
Un UpU1 -+ UnpUp

Man beachte, dafl vo? € R™” und v7v € R sind. Eine HOUSEHOLDER- Transformation ist von
der Form

2
Qy:=1-— mva. (3.7.5)

Eigenschaften 3.7.6 Fiir die Matrix Q, gilt:

i) Qv = QUT
ii) Q% =1, denn es ist
2 2 4 4
2 _ T T\ _ T T N T _
Q: = QuQy = <I—UTUU’U > <I—UTUUU > —I—mvv +WU(U vt = 1.
iii) Mit i) und ii) gilt: Q, € 0, (R), da QTQ, = Q? = I.
iv) Qv = @, fiir alle reellen « # 0.
v) Quy = y ist dquivalent zu y’v = 0.
vi) Quv = —v. "

Im folgenden ist es unsere

Grundaufgabe 3.7.7 Zu gegebenem y € R" finde ein v € R"”, so daf

Quy = %|y]2¢’ (3.7.8)
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gilt. Der Faktor ||y||2 auf der rechten Seite stammt von ||Quyll2 = |ly]l2, da @, € Oy, ist; weiter
rithrt 4+ daher, dafl man zwei Moglichkeiten zum Spiegeln hat. Aus der Forderung

2 7 2 7 1
va:(I—mvv )y:y—m(v y)v = ce

folgt, daB v eine Linearkombination von y und e! ist. Weiterhin kann wegen 3.7.6 (iv) die
Skalierung von v frei gewéhlt werden. Setze daher

v =y + ael. (3.7.9)

Die Bestimmung von « steht noch aus:

2
Quy = (I—TTUUUT)y
2 1 T
= ¥y~ + ae + ae
Yy (y+ael)T(y+ael)(y )(y ) Yy
2 T 1, T 1
= - + yay, + ae + e o
Y (y+ael)T(y+ael)(yy yen vy y1)

2ae! (y"y + ayr)
yTy + 20m1 + 0

— ae)T ael —
(1 (yTy+ay1)(y+ ) (v + ))y

1

Da @,y ein Vielfaches von e sein soll, mufl der erste Bruch verschwinden. Also muf} gelten

yTy + 2ay; + a® — 2(yTy +ay2) =0
— —yly+a®=0
—  a==|yle-

Eine sinnvolle Wahl fiir «v ist daher

sign (y1)[lyll2 fallsyy #0 }
= : 3.7.10
: { [yl falls y; = 0 ( )

Der Grund fiir die Verwendung von sign ist die Vermeidung von Ausléschung

y1 + sign (y1)[|yl|2
1 - 1 Y2
v=y+ae =y+sign(y)|ylee = :

Yn

Damit haben wir

Algorithmus 3.7.11 (zur Lésung der Grundaufgabe (3.7.7)) Gegeben sei y € R", setze

a — sign (y1)[[y|l2

und

v<—y+ael.
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Das Ergebnis dieses Algorithmus ist Q,y = —ae'. Man beachte, dal Q,, nicht explizit aufgestellt
werden muf}, wodurch an Speicherplatz gespart wird. Die alleinige Anwendung von @, auf y ist
ausreichend. Dazu folgendes

Beispiel 3.7.12 Finde zu

2
y=|2
1
ein v € R? mit
1
Quy = £lyll2e’ =£3 | 0
0
Nach (3.7.11) ist a = +3 sowie
2+3 5
v = 2 =12
1 1
und es gilt
-3
Quy = 0
0

Um das Beispiel testen zu kénnen, geben wir die Losung @, zu diesem an,

L (10 —10 =5
Qu=q1z (-0 11 -2
5 -2 14

Nun kommen wir zur Reduktion von A auf eine obere Dreiecksmatrix mittels HOUSEHOLDER—
Matrizen. Die Idee hierbei ist die sukzessive Anwendung der Grundaufgabe auf die (ggf. verkiirz-
ten) Spalten von A. Sei A € R™*™ und m > n. Wende Algorithmus 3.7.11 auf die erste Spalte
a' von A an, d.h.

o' = a' +sign(a11)]|a’|2e!

@1 Qu € Op(R). (3.7.13)

Die Matrix Q1A hat die Form

0
_ —- A
QlA - A2 = A )
0
mit A2 € R®~Dx(=1 Man beachte, daB Q1a' schon bekannt ist, aber man noch

20! ((v1)Ta?)

Qa’ = d — (o) Tol
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berechnen muf. Daraus folgt dann explizit die Matrix A®) | Bestimme analog ein Qs = Q2 €
Rm=Dx(m=1) iy die erste Spalte von A und setze

1 0 --- 0
QQ = B S R™Mxn
: Q2
0
Damit erhilt man
* . *
0 *
Q:1A=1|: 0

ColAB)
0 0

usw. Auf freiwerdenden Stellen unterhalb der a;; speichert man v € R™ 1, Da allerdings nur
p — i Plétze frei werden, speichert man die Diagonalelemente gesondert in einem Vektor d € R”
ab.

Beispiel 3.7.14 Seien
1 1 1 4
A=(2 0], unddamit o'=[2]| +3el=1[2
2 0 2 2

Mit Q1 = Qy, ist

|
o
|

Fiir vy erhalten wir

a:(73)= (%
9 =3 |,
womit folgt
—3 -1
3
QA= 0 22
0
Das Resultat wird als .
4 _1
3
2 —2(1+v2)
2 _2
3
und d = (-3, %)T abgespeichert. .

Damit gelten folgende Eigenschaften der HOUSEHOLDER—Transformationen:
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e Das Verfahren ist sehr stabil, d.h. eine Pivotisierung ist nicht erforderlich. Fiir Einzelheiten
schaue man in [GL].

e Der Aufwand fiir eine vollbesetze Matrix A € R™*" ist fiir m =~ n von der Ordnung
0] (%n?’) und fiir m > n bei O (an)
3.7.2 GiveNs—Rotationen

Das Prinzip der GIVENS—Rotationen ist, die Spalten von A durch ebene Drehungen sukzessive
in Achsenrichtung zu bringen. Dazu stellen wir uns wieder eine

Grundaufgabe 3.7.15 Gegeben sei (a,b)” € R2. Finde ¢, s € R mit der Eigenschaft

(D 6)=6) 6710

A +s=1. (3.7.17)

und
| |

Bemerkung 3.7.18 Wegen (3.7.17) kann man ¢ = cosy und s = sing fiir ein ¢ € [0,27)
setzen, d.h. (3.7.16) stellt eine Drehung im R? um den Winkel ¢ dar. Fiir die Rechnung wird ¢
jedoch nicht explizit benotigt. "

(52

nur bis auf die Vorzeichen bestimmt ist. Die Wahl des Vorzeichens hat aber keine Auswirkungen.
Weiterhin 148t die Drehung die EUKLIDISCHE Lange unveridndert,

Man beachte, dafi die Matrix

r = ”r’| = \/ a2 —|— b2 = a (3719)
0/1l b/,
Zur Bestimmung von ¢ und s gilt nach (3.3.16)
—sa+cb=0 <= cb=sa c:%.
Dies in die erste Gleichung eingesetzt, ergibt
Mt sb=r < @+ = L
patsb=r S 2 S_a2+b2_r'
Damit ergibt sich weiter
cofe_ba_a
b rb r
Also erhalten wir fiir s und ¢
ci=—2  und s= b (3.7.20)

Va2 + b2 Va2 + b2

Diese Losung ist eine Moglichkeit, die Grundaufgabe zu 16sen. Um Rundungsfehler gering zu
halten, implementiert man anstelle (3.7.20) das folgende Schema.
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Algorithmus 3.7.21

Falls b = a,
setze c =1 und s = 0.

Falls |b] > |al,

setze 7 := 7 und s := \/% sowie ¢ := sT.
T

sonst

b 1 :
setze 7 := 7 und ¢ := sowie s 1= cT. n
a V1t72

Dieses Vorgehen ist zur Vermeidung von Multiplikationen grofler Zahlen. Jetzt erweitern wir die
obige Strategie auf n x n Matrizen durch Einbettung.

Definition 3.7.22 Wir definieren die Matrix G; 5, € @), durch

1

1

wobei ¢, s wieder (3.7.7) erfiillen. G; ;, bewirkt eine Rotation in der durch ¢’ und e* aufgespannten
Ebene. "

Insbesondere gilt
Z1
Ti—1

X1 Ti+1
Gir|l t | = : (3.7.23)

Tn Tl—1

firr = :l:\/x?—l—xi und

Wir fahren fort mit einem

c="" und s= "k, (3.7.24)
T
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Beispiel 3.7.25 Unter Anwendung des obigen Prinzips gilt

4 5\ . (V26

r=|-3] % (o] X[ o
1 1 0
mit . .
s 5 ¢ 7w VU
GLQZ 5 % 0 und G1,3: 0 1 0
0o 0 1 1 g =
26 V26

Nun die Anwendung auf Matrizen: Zur Reduktion von A auf obere Dreiecksgestalt geht man fol-
gendermafen vor. Man wende nacheinander GIVENS—-Rotationen an, um die Eintrége unterhalb
der Diagonalen zu Null zu machen. Bei diesem Verfahren nutzt man die vorhandenen Nullen
aus. Man erhélt

Giy ey Giyjy A = R. (3.7.26)

Daraus folgt mit (3.7.2) und (3.7.4) (ii)
A=cl, cl, (%) =qr 3.7.27
=Givk Ginpy | g ) = QR (3.7.27)

wobei @ € O, (R) und R € R™*" sind. Wir bemerken noch fiir den Fall p := rang A < n, da8
R dann von der Form

R= * * (3.7.28)
0
ist. Falls m < n, so hat R die Form
0 = *
R=1|: -.. - | eR™™ (3.7.29)
0O -~ 0 =«

Beachte noch, daf8 die Anwendung von G, die i—te und k-te Zeile veréndert. Hierbei muf} die
Reihenfolge beachtet werden.

Beispiel 3.7.30 Schematisch schauen wir uns zunéichst einmal die Wirkung des Verfahrens an:

* a k* ok G ko ok a ko ok
% 2o o« = lo o« E o «
* * % 0 = 0 0
Ein konkretes Zahlenbeispiel ist

3 5 5 7 5 7

0 2| Gia |0 2 | Gaa |0 V5
A = — —

0 0 0 0 0 0

4 5 0 -1 0 0
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Hinweise zur Implementierung 3.7.31 A wird mit G; ;A wie folgt iiberschrieben: Berechne
¢, s geméafl Algorithmus 3.7.21.

Firj=1,...,n
a<—aij
b<—akj
aij<—ca+sb

ayj < —sa +cb n

Die Codierung der G, ist mittels einer Zahl

1 fallsc =0
Q= Qi = %si_gn (c)s falls |s| < |c| (3.7.32)
9sign (s) falls |c| < ||

moglich, die auf den freiwerdenden Stellen a;; abgespeichert werden kann. Zur Dekodierung
verwende dann

Algorithmus 3.7.33 Falls ¢ = 1, setze ¢ :== 0 und s := 1. Falls |p| < 1 setze s := 2¢ und
c:=+/1 — s2. Sonst setze ¢ := % und s := /1 — 2. .

Beachte, daf die Transformation G ohne explizite Aufstellung der Matrix erfolgt.

Eigenschaften der GIvENS—Rotationen sind

e die QR—Zerlegung mit GIVENS—Rotationen ist sehr stabil, d.h. eine Pivotisierung ist nicht
erforderlich.

e Eine flexible Anpassung bei strukturierten Matrizen, etwa bei vorhandenen Nulleintréigen
ist sehr gut moglich. Ein Beispiel hierfiir sind HESSENBERG—Matrizen, bei denen man nur
n — 1 GIVENS—Rotationen bené6tigt um eine obere Dreiecksgestalt zu erreichen.

e Der Aufwand fiir die QR—Zerlegung mit GIVENS—Rotationen bei vollbesetzter Matrix
A € R™" jst falls m =~ n von der Ordnung O (%n?)), und falls m > n von der Ord-
nung O (2mn2). Der Aufwand bei diinn besetzen Matrizen ist wesentlich niedriger, jedoch
hoher als bei der L R—Zerlegung; aber dafiir wesentlich stabiler. Bei sog. schnellen GIVENS—
Rotationen ist der Aufwand falls m =~ n von der Ordnung O (%n?’) und falls m > n von
der Ordnung O(m - n?).

HoOUSEHOLDER—Spiegelungen und GIvENS—Rotationen liefern den konstruktiven Beweis fiir den
folgenden

Satz 3.7.34 Sei A € R™*". Dann existiert stets ein @) € O,,(R) und eine obere Dreiecksmatrix
R mit

A=QR,
wobei R die Form (3.7.28) oder (3.7.29) hat. n

Wir fassen die Kapitel 3.7.1 und 3.7.2 noch einmal kurz zusammen. Die Losung von Ax = b
mit A € R™ ™ iiber Q R—Zerlegung mittels A = QR und Riickwirtseinsetzen ist sehr stabil, da
k2(A) = k2(R) und k2(Q) = 1 ist. Die Bestimmung von () und R erfolgt itber GIVENS- oder
HoUSEHOLDER-Transformationen. Beide Methoden sind sehr stabil. Der Aufwand der GIVENS—
Methode ist etwa doppelt so hoch wie der der HOUSEHOLDER—Methode. Allerdings kénnen bei
der GIvENS—Transformation gezielt vorhandene Nullenmuster ausgenutzt werden.



4 Lineare Ausgleichsprobleme

4.1 Einleitung

Zur Motivation der in diesem Kapitel beleuchteten Problematik seien zwei Beispiele vorange-
stellt.

Beispiel 4.1.1 Betrachte einen Gleichstromkreis mit Stromstirke I, Spannung U und Wider-
stand R. Nach dem OHM’schen Gesetz gilt (zumindest fiir gewisse Temperaturbereiche)

U =RI. (4.1.2)

Es sei eine Mefireihe von Daten (U;, ;) fir i = 1,...,m
7 gegeben. Die Aufgabe lautet: bestimme aus den Mef3daten
den Widerstand R im Stromkreis. Theoretisch miifite R

U U; = RI, (4.1.3)

fir alle ¢« = 1,...,m erfiillen. Da die Mefidaten aber mit
Fehlern behaftet sind, existieren ¢ # j mit

Ui, U
R=T# 1

Nun stellt sich die Frage, welcher fiir R errechnete Wert der beste ist, oder welches Paar/welche
Paare von Mefidaten am geeignetesten sind. Um dies zu beantworten, versuchen wir den MeB-
fehler auszugleichen, z.B. indem wir das R bestimmen, das den Ausdruck

f@p:}]RL—mV (4.1.4)

minimiert. Das Minimum von f ist gegeben durch

0=f(R) =) 2RL-U)Li=2RY I} -2 Uil
i=1 i=1 i=1
Das bedeutet .
> Uil
R =", (4.1.5)
> I7
i=1

m

ist extremal. Da f”(R) =2 > I? > 0 fiir alle R ist, ist R* auch minimal und damit ein in diesem
i=1

Sinne geeigneter Wert fiir den Widerstand im Stromkreis. "

Beispiel 4.1.6 (FOURIER—Analyse) Gegeben sei ein Vorgang, der sich durch eine stetige
Funktion f(¢) mit ¢ > 0 beschreiben lasse und periodisch mit der Periode T' sei. Diesen mo-
dellieren wir mittels der FOURIER-Polynome fiir N € N

N
1 2rk . 2rk
gn(t) = 500 + g [ak cos (Tt) + by sin (Tt)] . (4.1.7)

k=1
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Dabei soll -
lo = 113, 5= [ o ()~ 50 dt = min (1.18)
sein. Daraus ergeben sich als FOURIER-Koeffizienten fiir (4.1.7)als
2 (7T 27k
ar = T/o f(t) cos <;> dt (4.1.9a)
und -
2 21k
by, = T/o £(t)sin <;> dt. (4.1.9b)

Wir nehmen nun an, dafl anstelle von f nur eine Reihe von Mefldaten

Ji = f(tl)
mit 0 <1 < ... <ty <T vorliege, wobei m > 2N + 1 sei. Statt (4.1.8) fordern wir nun
m
(9w (t:) — f2)* = min (4.1.10)
i=1
zur Bestimmung von gy, also zur Ermittelung von ag, by. L]

4.2 Lineare Ausgleichsprobleme — Gauss’sche Fehlerquadratmethode

Im allgemeinen liegt folgende Situation vor:

Aufgabe 4.2.1 Gegeben seien m Mefiwerte

(i, b;), (4.2.2)
wobei t;,b; € Rund ¢ = 1,..., m seien, die die Zustédnde eines Objektes b(t) zur Zeit t; beschrei-
ben mdogen.

Also gelte .
an allen betrachteten m Stellen. Wir nehmen bsT
weiter an, dafl diesem Proze eine gewisse Ge-
setzméfBigkeit zugrunde liege, so dafl es eine Mo- b

. 4T
dellfunktion

b(t) = o(t;x1, ..., xn) (4.2.4) bsT

bo+

mit den n unbekannten Parametern z1,...,z, ?
gebe. Nun lautet die Aufgabe, diese Parameter
aus den Messungen (4.2.2) so zu bestimmen, daf} biT
der betrachtete Prozefi mit Ausnahme gewisser
Toleranzen angemessen modelliert wird. f f f } } -
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In aller Regel wird der Fall m > n vorliegen, was bedeutet, dafl man (viel) mehr Mefidaten als
Parameter hat. Eine weitere Erschwernis ist, dafl diese Daten mit Fehlern behaftet sind, so dafl
die z; so zu bestimmen sind, dafl

m
Zwi (b — @(t; 21, ..., 2,))* = min (4.2.5)
i=1
mit Gewichten w; > 0 wird. Diese Losungsmethode nennt man (GAUSS’sche Fehlerquadratme-
thode. n
Wenn ¢ linear von 1, ..., x, abhingt, also fiir jedes i =1,...,m
n
go(tz-; Tlye-- ,xn) = Z aij:cj (4.2.6)
j=1

gilt, so heifit die Aufgabe 4.2.1 ein lineares Ausgleichsproblem. In der Statistik heifit dies auch
lineare Regression. Fiir den Rest dieses Kapitels nehmen wir an, dafl die Beziehung (4.2.6) gilt,
was uns die Losung von (4.2.5) leichter macht. In Matrix-Vektorform lautet (4.2.5)

2
S Y aia; —bi | =) Az —b]3 = min (4.2.7)
i=1 \j=1
mit A := (aj)i=1,....,m € R™*" und b € R™, was fiir unsere Aufgabe bedeutet: finde das 2* € R",
j=1,....m
fir das

Az* — = min ||Ax — 4.2.
l1Az™ bl = min [ Az —b]l, (4.2.8)

ist. Dieses * heifit dann Ldsung dieses i.a. iiberbestimmten linearen Gleichungssystems Ax = b.
Man beachte, dafl diese ,,Losung” die Gleichung Az = b im allgemeinen nicht erfiillt.

Bemerkung 4.2.9 Prinzipiell ist die in (4.2.8) durchgefithrte Normierung in jeder beliebigen
Norm moglich. Man unterscheidet folgende Begrifflichkeiten:

e ||-||;: lineare Optimierung (wird haufig in den Wirtschaftswissenschaften verwendet)
¢ ||-||: TSCHEBYSCHEFF’sche Ausgleichsrechnung

e ||-|ly: am haufigsten in den Anwendungen verwendete Norm (Dieses Vorgehen lafit sich
auch statistisch bzw. wahrscheinlichkeitstheoretisch interpretieren und macht (4.2.8) leicht
l6sbar. Es gibt eine geometrische Anschauung, da ||-||, = /(+,) mit dem EUKLIDISCHEN
Skalarprodukt (-,-) ist. Wir werden in diesem Kapitel daher stets die EUKLIDISCHE Norm
verenden. ) ]
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Geometrische Interpretation zum dritten Punkt
von Bemerkung 4.2.9: finde zu gegebenem b €
\ b R™ das z* € R", fiir das b — Axz* senkrecht
R auf der Menge Bild(A) = {Az €e R™: x € R"}
b— Az* steht. Aus dieser geometrischen Interpretation
leiten wir nun die Normalengleichungen ab: Wir

Bild(A) haben gesehen, dafl genau dann
|Az — b|l2 = min (4.2.10)

zeR?

ist, wenn Ax — b L Bild(A). Unter Ausnutzung

der Eigenschaft /(-,) = || - || iibersetzt sich
dies zu

RTL
(w,Az —b) =0
fiir alle w € Bild(A).

Ersetzen von w durch ein y € R™ liefert
(Ay, Az —b) = 0.
Mit Verwendung des Matrixproduktes anstelle des Euklidischen Skalarprodukts gilt nun
(Ay) (Az —b) =0,

was gleichwertig mit
yTAT(Az —b) =0

fiir jedes y € R™ ist. Dies schreiben wir wieder als Skalarprodukt durch

(y, AT Az — ATb) = 0,

was schliefllich
AT Az = ATh (4.2.11)

als gesuchte Normalengleichungen ergibt. Damit kénnen wir als erstes Ergebnis festhalten:
Satz 4.2.12 z* € R" ist Losung des linearen Ausgleichsproblems (4.2.8) genau dann, wenn z*

die Normalengleichungen (4.2.11) 16st. Insbesondere ist * eindeutig, wenn A vollen Rang hat,
denn wir haben in 3.1.2 gesehen, da8 AT A in diesem Fall invertierbar ist. "

Zum Schlufl noch dieses Abschnitts noch

Bemerkung 4.2.13 Falls A vollen Rang hat, ist AT A symmetrisch positiv definit. Dies haben
wir am Anfang Kapitel 3.4 bereits gesehen. "

4.3 Orthogonale Projektionen auf einen Unterraum

Die oben hergeleitete Beziehung ||Az—b||2 = min < Az —b L Bild(A), 148t sich auch allgemeiner
fassen, was wir spéter noch bendtigen werden.
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Aufgabe 4.3.1 Gegeben sei ein (nicht notwendigerweise vollstédndiger) Vektorraum V' mit Ska-
larprodukt (-,-) : V' x V — R und der dadurch induzierten Norm || - || = 1/(-,-). Sei U,, C V ein
n-dimensionaler Teilraum von V. Zu vorgegebenem v € V bestimme man ein u, € U, mit der
Eigenschaft
lur, — v]| = min |Ju —v]|. (4.3.2)
u€Un

Dieses u,, € U,, existiert, da u,, endlichdimensional ist. n

Unter der vorhin angekiindigten Verallgemeinerung bekommen wir nun

Satz 4.3.3 Unter den Voraussetzungen von Aufgabe 4.3.1 gilt, dafl
— || = mi — 4.3.4
Jun = ol = i fu— o] (43.4)
ist dquivalent zu
(U, —v,u)y =0 (4.3.5)
fir alle u € U, ist, d.h. u,, —v J_< ) U,.

e

Beweis: Wir zeigen zuniichst, daf§ die Bedingung hinreichend ist: Sei also u,, € U,, so gewéhlt,
dafl (4.3.5) gilt, und sei u € U, beliebig, also ist u — u,, € U,. Fiir ein beliebig vorgegebenes
v € V gilt nun

lu=ol® = (= un) + (un = )|

= |lu— un||2 + 2(u — tp, un — v) + [Juy — UHQ-
Da das Skalarprodukt in der rechten Gleichung aufgrund von (4.3.5) verschwindet, gilt
lu—ol* = [lu = un|® + [[un — o],
und da der erste Summand nichtnegativ ist, folgt
[ = vl = [Jun —vl],

und damit die Behauptung. Die Gleichheit gilt im Fall u, = u. Nun zur Notwendigkeit der
Bedingung: Seien v € V' gegeben und u,, € U,, Lésung von (4.3.4). Weiter sei 4 so gewihlt, daf
a = (up — v, 0) nicht verschwindet, was wir zum Widerspruch mit (4.3.4) fithren wollen. Mit
U= Uy — W& e U, gilt

«
la]?

i —vl* = |lun = v~ sl
2
(0% (0%
= vll = 2575 (un = 0,@) + [l
" laf>> la*

[ |- —
Up — V|| — —=.
" ]

Also ist
@ — vl < [lun — 2|

im Widerspruch zu (4.3.4). n

Die Losung von Aufgabe 4.3.1 ist also die orthogonale Projektion von v beziiglich (-, -) auf U,.
Dies macht die Loésung von Aufgabe 4.3.1 natiirlich besonders leicht, wenn eine orthogonale
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Basis von U, beziiglich (-,-) bekannt ist. Diese ist iiber das Verfahren von GRAM—SCHMIDT
stets konstruierbar. Sei {1, ..., ¢} eine Orthonormalbasis von U,, beziiglich (,-), d.h.

(pi, p5) = dij (4.3.6)

fir alle 4,5 = 1,...,n. Dazu noch

Bemerkung 4.3.7 Falls {¢1,...,¢,} eine Orthonormalbasis von U, ist, so hat jedes u € U,

eine eindeutige Darstellung
n

U = Z(u, 0 P4 (4.3.8)

Jj=1

In dieser Gleichung bezeichnet man (u, ;) als verallgemeinerte FOURIER-Koeffizienten.

n
Beweis: Sei v, :=u — ) (u,p;)p;. Wir miissen v,, = 0 zeigen. Nach Konstruktion von v,, gilt

j=1
n
j=1
n
= <u7 S01> - Z<u’ 90]'><§0]'7 90l>
j=1
fiir jedes i =1,...,n. Also v, L U,. Da aber v, € Uy, muB} v,, = 0 sein. n

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen als

Satz 4.3.9 Sei {¢1,...,pn} eine Orthonormalbasis von U,, € V. Fiir jedes v € V' 16st dann

n

Un = Y (0, 05)0; (4.3.10)
j=1

die Aufgabe 4.3.1.

Beweis: Mit (4.3.6) und (4.3.10) gilt

<un_vv¢i> = <Z<U,@j>@j—v,§0i>

j=1
n
= D (vei){ej i) —(v,pi) =0
j=1
firallei =1,...,n. Da {¢1,...,¢,} eine Orthonormalbasis von U, ist, folgt (u, —v,u) = 0 fiir

alle v € U,, und mit Satz 4.3.3 dann die Behauptung. "
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4.4 Singularwertzerlegung und Pseudoinverse

In Satz 4.2.12 haben wir gesehen, dafl ein z* genau dann das lineare Ausgleichsproblem (4.2.8)
16st, wenn x* die Normalengleichungen (4.2.11),

AT Az = AT
mit A € R™*" m > n lost. Insbesondere zieht der Fall rang A = n nach sich, daB AT A
invertierbar ist, woraus fiir * folgt
z* = (AT A)71ATp,

In dieser Gleichung nennt man die Matrix (AT A)~'AT Pseudoinverse von A und bezeichnet
sie mit AT. Der Name Pseudoinverse kommt daher, da8 ATA = I ist, jedoch im allgemeinen
AAT # I ist. Allgemein definiert man die Pseudoinverse aber iiber die Singulirwertzerlegunyg.
Dazu folgender

Satz 4.4.1 Sei A € R"™*" beliebig mit rang A = p < min(m,n). Dann gibt es orthogonale
Matrizen U € R™*™ und V € R™*", so daf

A=UxvT (4.4.2)

mit ¥ = diag(oy,...,0p,0,...,0) € R™ " Dabei heiflen o1 > 09 > ... > 0, > 0 die Sin-
guldrwerte von A.

Beweis: Unsere Fassung findet man in [DH], p. 147f.. Wer sich fiir den komplexen Fall interes-
siert, moge z.B. in [SB], p. 21f. nachsehen. "

Gleichung (4.4.2) heifit entsprechend Singuldrwertzerlegung (singular—value decomposition). Mit
den FEigenwerten von A hingen die Singuldrwerte folgendermafien zusammen: es gilt o; =

M\ (AT A), wobei \;(ATA) der i-te Eigenwert von AT A ist. Hieran sicht man, da8 alle Sin-
guldrwerte offenbar reell sind. Ein Verfahren zur praktischen Berechnung der Singuldrwertzerle-
gung werden wir in Abschnitt 5.8 besprechen. Um unsere Betrachtungen fortzusetzen, definieren
wir nun passend zur Matrix ¥ in (4.4.2)

ST = diag(oy',...,0,',0,...,0) € RV (4.4.3)

und erhalten die am Anfang angekiindigte

Definition 4.4.4 Sei A € R™*" und A = ULVT die zugehorige Singulirwertzerlegung. Dann
ist die Pseudoinverse von A gegeben durch

AT = vetuT e R, (4.4.5)

Wichtige Eigenschaften der Pseudoinversen sind

Eigenschaften 4.4.6 Fiir A und A" aus (4.4.5) gelten die MOORE-PENROSE—-Axiome
(ATA)T = ATA
(AATT AAT
ATAAT AT
AATA = A
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Damit haben wir

Satz 4.4.7 Seien A € R™*™ mit m > n beliebig und b € R™, dann ist
=A% (4.4.8)
diejenige Losung des Ausgleichproblems (4.2.8), die die kleinste || - [[o~Norm hat. D.h. aber, daf}

||Az* — b||2 minimal ist, und nicht ||x*||2. n

Einen Algorithmus zur praktischen Berechnung werden wir in Abschnitt 4.6 konstruieren. Wir
wollen uns zunéchst noch ein paar Gedanken zur Kondition dieses Problems machen.

4.5 Kondition des linearen Ausgleichsproblems

In diesem Abschnitt sei die Matrix A € R"*" stets mit rang A = n. Bisher haben wir fiir qua-
dratische, nicht singulére Matrizen B die Kondition immer als ko(B) = || B||2-||B~!||2 berechnet.
Da nun aber A € R™*™ mit m > n nicht quadratisch ist, brauchen wir eine Verallgemeinerung
des Konditionsbegiffs. Daher definieren wir

Azl
A Tl
min
I8 el

Um nun der Frage der Kondition von (4.2.8) nachzugehen, gehen wir der Frage nach, wie sich
Storungen in A und b auf die Losung z* auswirken. Wir beginnen mit Stérungen in b. Sei also
x* die exakte Losung von (4.2.8) und & Losung des gestorten Problems ||AZ — b||2 = min.

Es bezeichne 6 den Winkel zwischen b und Bild (A).

) b 0b j B Wegen Az* —b L Bild (A) 1d8t sich # mit den trigono-
Rm b— Az metrischen Funktionen ausdriicken durch

A *
056 | H:H £ (4.5.2a)

Bild(A) ?

b— Az Az und
_ Ax*

Az sing = 1= A"l (4.5.2b)

1612
- Damit kénnen wir fiir die Kondition folgende Aussage

R" treffen.
Satz 4.5.3 Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems beziiglich Stérungen in b gilt

I —a*ll2 _ m2(A4) [Ib— bl
[l cosé [blla

Beweis: Man findet diesen Satz nebst anderen interessanten Aussagen in [S], Kapitel 4.8.3,
sowie in [DH], Kapitel 3.1.3. "

Offenbar héngt die Kondition von (4.2.8) nicht nur von k2(A) (wie bei linearen Gleichungssy-
stemen) ab, sondern auch vom Winkel 6 zwischen b und Bild(A). Wir gehen iiber zu Stérungen
in der Matrix A. Sei A die gestérte Matrix, womit sich das gestérte Problem ||AZ — b||2 = min
ergibt.
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Satz 4.5.4 Fiir die Kondition des linearen Ausgleichsproblems (4.2.8) beziiglich Stérungen in
A gilt

|1Z = ¥l > 1A~ Al
—————— < (k2(A4) + Ka(A) tan ) —————
= )Tl
Beweis: Beweise findet man wieder in [DH], Kapitel 3.1.3 und [S], Kapitel 4.8.3. n
Man beachte noch, dafl mit
. [[o—Az*]| .
tang < S0 _ Tl _ [lb— A"
cos 6 l[Az*|l2 | Az* |2
o1l

folgende Aussagen iiber die Kondition getroffen werden kénnen: Ist ||b — Az*||a < ||b]|2, das
Residuum also klein, dann ist mit cos # =~ 1 und tan 6 = 0 also 6 klein, und das Ausgleichsproblem
verhilt sich konditionell wie ein lineares Gleichungssystem (in den Sétzen 4.5.3 und 4.5.4 spielt
nur der Faktor x2(A) eine Rolle). Wenn aber [|b — Az*||2 ~ ||b]|2 ist, dann cos§ < 1 und damit
tan @ > 1. Hier treten somit wesentlich andere Effekte auf, denn das lineare Ausgleichsproblem
ist hier schlecht konditioniert. Ist also die Losung x* nicht bekannt, sollte man besser ein stabiles
Verfahren zur Berechnung anwenden. Dieses wollen wir nun konstruieren.

4.6 Numerische L6sung von linearen Ausgleichsproblemen

Unser Vorgehen beginnt wieder bei den Normalengleichungen. Wir haben in Sektion 4.2 mit Satz

4.2.12 gesehen, dafl z* genau dann (4.2.8) m]iRn | Az — b||2 16st, wenn es die Normalengleichungen
TER™

(4.2.11) AT Az = ATb 16st. Weiter gab es eine eindeutige Losung, wenn rang A = n war. Diesen
Fall wollen zuniichst betrachten. Wir wissen aus Bemerkung 4.2.13, daB A” A in dieser Situation
positiv definit ist. Also kénnen wir die CHOLESKY—Zerlegung aus Abschnitt 3.4 anwenden und
erhalten einen ersten Algorithmus:

Algorithmus 4.6.1 Berechne

1.) ATA und ATb.
2.) CHOLESKY Zerlegung LDLT = AT A,

3.) lose Ly = ATb und LTz = D'y durch Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen.

Dieser Algorithmus hat aber Nachteile. Fiir grofle m > n ist die explizite Berechnung von
AT A aufwendig. Dabei besteht zusitzlich die Gefahr von Ausléschungseffekten. Nach Satz 4.5.4
erfolgt die Fehlerverstirkung bei einer Stérung in A mit dem Fehler ro(AT A) = ra(A)?, also mit
quadrierter Kondition. Da aber bei linearen Ausgleichsproblemen oft der Fall ko(A) > 1 vorliegt,
ist Algorithmus 4.6.1 nicht sehr stabil. Also sollte man diesen Ansatz nur bei gut konditioniertem
A verwenden.

Besser ist dagegen eine Losung iiber die QR-Zerlegung. Wir bleiben zunéchst aber weiter beim
Fall rang A = n. Nach Satz 3.7.4 gilt mit orthogonalem @ € R™*™

min |4z — b2 = min |Q(Az — b))

z€eR™
= min |QAz — Qb|:
reER™
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Dies nutzen wir aus, indem wir ein @ € O,,(R) berechnen mit

or==(3)

wobei R € R™ " in oberer Dreiecksgestalt und 0 € R™~)*" gind. Weiter schreiben wir
by
@ (i)

1Rz — QblI3
1R = bal[3 + [[b2l3

mit by € R™ und by € R™™". Daraus folgt

lQAz — Qbll3

Der zweite Term héingt nicht von z ab. Also ist |QAz — Qbl|2 minimal, wenn der erste Term

verschwindet, d.h. wenn
= Rb.

Man beachte noch, daf fiir das Residuum r := Az — b # 0 damit
I7ll2 = [|b2]l2 (4.6.2)

folgt. Damit haben wir den ersten Satz bewiesen:

Satz 4.6.3 Sei A € R™*™ mit m > n und rang A = n. Weiter seien b € R™ und @) € R"™*™
orthogonal mit

QA= (?) =R und Qb= (2;) (4.6.4)

wobei R eine obere Dreiecksmatrix und b1 € R™ sowie by € R™™ " seien. Dann ist z* := R*1b1
die Losung des linearen Ausgleichsproblems (4.2.8) mIiRn |Az — b2, und ||Az* — bl|2 = [|b2]|2-
xeR™
| |

Jetzt betrachten wir den schwierigeren Fall p = rang A < n. Die praktische Berechnung der
ykleinsten“ Losung (4.4.8) des Ausgleichsproblems (4.2.8) funktioniert wie folgt: Seien A €
R™m™ p € R™ p = rang A < min(m,n). Nach Satz 3.7.34 existiert nun ein orthogonales

Q € R™*™ it o
R S
a1 () e

wobei R € RP*P eine invertierbare obere Dreiecksmatrix und S € RP*("=P) gind. Nun zerlegen

wir x und Qb analog in
(T (b
T = <x2> und Qb= <b2>

mit x1,b; € RP und x9,b2 € R"P. Nun haben wir

Lemma 4.6.6 x ist Losung von (4.2.8) genau dann, wenn
T = R_lbl — R_lg.xg (4.6.7)

gilt.
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Beweis: Der Term

Az —bl5 = [QAz —Qbl3
_ H(Rl’l—i-SxQ —bl> 2
by 5

= ||Ray + Sz — b3 + [b2ll3
wird genau dann minimal, wenn Rxl =b; — S’mg. n

Hieraus leiten wir weiter ab:

Lemma 4.6.8 Sei p = rang A < n. Definiere W := R~1§ € RP*("?) und v := R~'b;. Dann
ist die ,kleinste* Losung von (4.2.8) gegeben durch x = <i1> mit 21 € R? und 2y € RP) alg
2

Losung von
(I + WTW)LUQ =WT und =z =v— Wz (4.6.9)

Beweis: Aus Lemma 4.6.6 wissen wir z; = R~1b; — R~ 1Sz9 =: v — Wxy. Wenn wir dies nun
in ||z||2 einsetzen, erhalten wir:

l2l3 = llz1ll3 + lz2ll3 = v — Waall3 + [|z2]l3
= |[vll3 = 2(v, Waa) + (Wag, Waa) + (z2, 22)
= HUH% — 2<WTU,.I2> + <WTW.T2,JZ2> -+ <(E2,.I2>
= |[v]13 + (zo + WIWay — 2WT0, 20)
[0]13 + (T + WTW)az = 2W 0, 22) =: ()

Nun berechnen wir das Minimum von ¢:

¢(xa) = —2Who+2(I + WIW)as
©"(z2) = 20+WTw)

Da ¢ quadratisch in z9 ist, ist ¢'(z2) = 0 genau dann, wenn (I + WTW)ze = WTv ist. Da
2(I + WTW) symmetrisch positiv definit ist, liegt ein Minimum vor. "

Wegen der symmetrisch positiv definiten Struktur von I + WTW errechnet man xo mit
CHOLESKY—Zerlegung. Nun haben wir alles, was wir brauchen, um den in diesem Kapitel ge-
suchten Algorithmus zur Singuldrwertzerlegung und zur Losung des linearen Ausgleichsproblems
erstellen zu kénnen:

Algorithmus 4.6.10 Wir berechnen x* = A™b als Lésung von (4.2.8) iiber QR—Zerlegung von
A. Seien dazu A € R™*™, b € R™. Berechne nun

1.) QR-Zerlegung (4.6.5) von A mit p = rang A, Q € R™™ orthogonal, R € RP*P invertier-
bare obere Dreiecksmatrix und S € RP*(—7),
2.) W e RP*("P) qus RW = §

3.) CHOLESKY-Zerlegung von I +WTW als (I + WIW) = LLT, wobei L € R(P)*("P) ¢ine
untere Dreiecksmatrix ist
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1) <Z;> = Qb mit b; € R?, by € R™P

5.) v € RP aus Rv = by
6.) zo € R"P aus LI T2y = WTy

7.) setze noch xy :=v — W'y

I

Dann ist x = <$ = ATb. Hierbei mufl man fiir mehrere Seiten b die Schritte 1.)-3.) natiirlich
2

nur einmal ausfiihren. Da sich in der Praxis nicht immer rang A = n garantieren 148t, sollte man
im allgemeinen Algorithmus 4.6.10 verwenden. Auflerdem ist in diesem Algorithmus der Fehler
bedingt durch die Stabilitit der QR—Zerlegung stets unter Kontrolle, denn der Fehler verstérkt
sich nur mit k2(A) = ke(R) aufgrund der Orthogonalitiit von Q.



5 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

5.1 Einleitung

Sei A € R™ ", In diesem Kapitel behandeln wir die folgende Aufgabe: Bestimme A € C und
v € C" v # 0, die die Eigenwertgleichung

Av = I (5.1.1)
erfiillen. Hierbei heifit A Eigenwert und v zugehoriger Eigenvektor zum Figenwert .

Beispiele, in denen Eigenwerte eine grofle Rolle spielen, sind

e Berechnung von ||A||s und ka(A) = || Al|]2[|A7!||2, wobei hier nur die extremen Eigenwerte
gesucht sind, denn in Aufgabe 5 haben wir fiir symmetrisches A gezeigt, dafl ||Alls =
| Amaz(A)| bzw. ||A7Y |2 = |Amin(A)|7! gilt. Da in den Anwendungen hiufig symmetrische
Matrizen vorliegen, ist die Wichtigkeit der Eigenwerte also evident. Weiter wissen wir, das
symmetrische Matrizen nur reelle Eigenwerte besitzen;

o fiir A = AT gilt p(A) = || A||2, wobei man p(A) den Spektralradius nennt. Fiir allgemeines
A gilt: [|All2 = /p(AT A);

e Systeme gekoppelter linearer gewohnlicher Differentialgleichungen kénnen mittels Basen
von Eigenvektoren entkoppelt werden und sind dann einfacher zu 16sen in der Form &; =
dr; mit d € C firallet=1,...,n;

e Modellierung von Schwingungs- und Resonanzabldufen, die wieder mit gewthnlichen Dif-
ferentialgleichungen beschrieben werden kénnen.

Passend zum letzten Punkt wird ein wichtiges Beispiel aus den Anwendungen behandelt, bei
dessen Losung die Berechnung von Eigenwerten eine grofle Rolle spielt:

Beispiel 5.1.2 (STURM-LIOUVILLE-Problem) Das STURM-LIOUVILLE-Problem handelt da-
von, die Zahlen \ und die Losung u(z) der Differentialgleichung

u”(z) + Ar(z)u(z) = 0 (5.1.3)

mit z € [0,1] und den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 zu finden. Diese Gleichung modelliert
die gedimpfte Schwingung einer Feder. Es sei € C°([0,1]) mit 7(x) > 0 bereits bekannt.
Dieses r stellt die Dichte der Feder im Punkt z dar. Falls r(x) = 1 ist, so sind die Zahlen
A = (km)? und wu(x) = sin(knz) fir k = 0,1,2,... eine Losung von (5.1.3), was man sich
durch eine einfache Rechnung klar macht. Falls » aber nicht konstant ist, gibt es im allgemeinen
keine geschlossene Formel, um alle Losungen anzugeben. Also muf} (5.1.3) numerisch iiber ein
Diskretisierungsverfahren gelost werden. Dazu betrachten wir n+1 auf [0, 1] Aquidistant verteilte
Gitterpunkte z; = jh mit j =0,...,n und h = %

|
T T T T T -

Nun wird die Losung von u an den Gitterpunkten x; folgendermafien berechnet: werte r(z), u(z)
und v”(z) an den Punkten x; aus und ersetze u”(z;) durch den Differentialquotienten

UH(HE) ~ u(xj +h) — QU}(;']‘) + u(xj — h). (5.1.4)
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Wir bezeichnen nun u; ~ u(z;) und w1 = u(z;41). Spéter wird sich iiber TAYLOR-Entwicklung
zeigen, dafl die Approximation (5.1.4) genau bis auf Terme 2. Ordnung ist, wenn u glatt genug
ist. Damit erhélt unsere Differentialgleichung (5.1.3) die diskretisierte Form

Uj4+1 — 2Uj + Uj—1
h2

+ AT(xj)Uj =0 (5.1.5)

fiir die inneren Gitterpunkte j = 1,...,n — 1. Zusammen mit den Randbedingungen erhalten
wir damit ein System von n — 1 Gleichungen in n — 1 Unbekannten u;:

—Bu+ ADu =0, (5.1.6)

wobei u = (uy,...,u,)" und

mit r(z;) > 0 sind. Mit Dz = diag(\/7(z1), ..., \/7(zs)) folgt

Bu=ADu < Bu=AD:D2u
& D7 Bu=ADiu

Setze D3y =: v und A:= D=2 BD?2 . Das ist gerade die Eigenwertgleichung (5.1.1)

Av = M.

Da A symmetrisch positiv definit ist, existiert eine Basis aus Eigenvektoren, und alle Eigenwerte
sind reell und positiv. "

5.2 Theoretische Grundlagen

Seien A € R™" und A\ € C Eigenwert von A und v € C",v # 0 zugehériger Eigenvektor. Dann
gilt
Av = dv. (5.2.1)

In diesem Unterabschnitt stellen wir einige Grundlagenbegriffe iiber Eigenwerte und Eigenvek-
toren zusammen, die zu einem groflen Teil bereits aus der Linearen Algebra bekannt sind.

Lemma 5.2.2 ) ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn det (A — A\I) = 0 ist. n

Man bezeichnet p(\) := det (A — X\I) € P, als charakteristisches Polynom der Matrix A. Dieses
ist ein Polynom vom Grad n und seine Nullstellen sind die Eigenwerte von A. Theoretisch
konnte man also die Eigenwerte als Nullstellen dieses Polynoms berechnen. Dies hat aber fiir die
praktische Nutzung einige entscheidende Nachteile, denn die Koeffizienten von p miissen zunéchst
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einmal aus A berechnet werden. Weiter hingen die Nullstellen oft sensibel von den Koeffizienten
von p ab. Das Problem ist also schlecht konditioniert. Weiter miissen die Nullstellen fiir n > 3
alle mit iterativen Verfahren (z.B. mit dem NEWTON-Verfahren) bestimmt werden. Insgesamt
erweist sich diese Methode also im allgemeinen als untauglich, um die Eigenwerte zu berechnen.
Hochstens fiir kleine n konnte man dies noch akzeptieren. Um aber die schlechte Kondition der
Berechnung der Eigenwerte aus dem charakteristischen Polynom in der Relation zur Kondition
des eigentlichen Eigenwertproblems noch etwas besser zu herauszustellen, im folgenden Beispiel
doch einmal die Eigenwerte einer Matrix aus den Nullstellen des charakteristischen Polynoms
berechnet.

Beispiel 5.2.3 Sei A = I € R™ " mit den Eigenwerten \; = 1 und den Eigenvektoren e’ fiir
i =1,...,n. Spiter wird sich zeigen, dafl das Eigenwertproblem gut konditioniert in dem Sinne
ist, da, wenn p Eigenwert von A+ AA ist, wobei AA eine Stérung der Matrix A mit [[AA|s < e
bezeichne, dann aufgrund der Storungsséitze der numerischen Linearen Algebra

11—yl <e (5.2.4)

folgt. Hier gilt nun unter Verwendung des binomischen Satzes

1-A

£ Q- 0)- O (o)

Bei einer kleinen Stérung € > 0 (z.B.) des ersten Koeffizienten <g) = 1 ergibt sich das gestorte

pe(N) = 1-é- (?)H (Z) A2 (A <Z>

Polynom

mit den Nullstellen
PN =0 & (1-N"=¢

14en falls n ungerade
= A - 1 .
l+en: falls n gerade

Mit |1 — A = en > e firn>1und 0 < € < 1 ist dieser Rechenweg also unakzeptabel, da das
Problem (5.2.4) gut konditioniert ist. .

Einige weitere Tatsachen aus der Linearen Algebra sind:
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Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische Polynom
p(A) = det (A — )

genau n (gezéhlt mit der entsprechenden algebraischen Vielfachheit) reelle oder komplexe
Nullstellen Aq, ..., Ay.

A; heilt einfacher Eigenwert, wenn die entsprechende Nullstelle des charakteristischen
Polynoms einfach ist.

Die Menge aller Eigenwerte von A, bezeichnet durch
o(A) ={A1,..., )}
heifit Spektrum von A.

Zwei Matrizen A, B € R™*" heiflen genau dann dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix
T € R™™™ mit der Eigenschaft
B=T'AT

gibt.
Ahnliche Matrizen haben das gleiche Spektrum, d.h. es gilt
o(A) =o(T1AT)
fiir eine beliebige invertierbare Matrix T' € R™*™,
Beweis: Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom:

det (T7AT — XI) = det (T"YA - \I)T)
= det (T 1Y) det (A — \I)det (T)
= det(A—X\)

A heifit diagonalisierbar, wenn A #hnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

A ist genau dann diagonalisierbar, wenn A n verschiedene linear unabhéngige Eigenvek-
toren hat.

Hat A n verschiedene Eigenwerte, so ist A diagonalisierbar. "

In Zukunft werden zwei Sétze iiber die SCHUR’sche Normalform oder SCHUR-Faktorisierung
benétigt. In der linearen Algebra zeigt man, dafl nicht jede Matrix diagonalisierbar ist. Aber
eine Transformation auf obere Dreiecksgestalt ist immer moglich.

Satz 5.2.5 (Komplexe ScHUR—Faktorisierung) Zu jeder Matrix A € C"*" gibt es eine
unitire Matrix Q € C™" (d.h. Q7! = QT =: Q*), so daB

A1

Q*AQ = = R. (5.2.6)

Dabei sind Aq,...,\, die Eigenwerte von A.
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Beweis: Beweise dieses Satzes findet man in [SB],p. 17f. und [GL], p. 313.

Die reelle Variante lautet

Satz 5.2.7 (Reelle ScHUR—Faktorisierung) Zu jeder Matrix A € R™*™ gibt es eine orthogo-
nale Matrix Q € R™*"™, so dafl

Ry

QTAQ = —: R. (5.2.8)

Dabei ist fiir jedes i entweder R;; € R oder R; € R?*2. Im zweiten Fall hat R;; ein Paar von
konjugiert komplexen Eigenwerten. Die Menge aller Eigenwerte der R;; mit ¢ = 1,...,m bilden
das Spektrum von A. Man nennt A in diesem Fall auch eine Quasi—obere—Dreiecksmatriz.

Beweis: Einen Beweis findet man wieder in [GL], p. 341f. n

Man beachte noch, da§ die Zerlegungen in (5.2.6) und (5.2.8) keineswegs eindeutig sind. Insge-
samt haben wir aber fiir symmetrische Matrizen gezeigt, daf

Korollar 5.2.9 Jede symmetrische Matrix A € R™*" 148t sich mittels einer orthogonalen Ma-
trix @ durch eine Ahnlichkeitstransformationen auf Diagonalgestalt

Q7 'AQ = D = diag(\1, ..., \n) (5.2.10)

bringen. A hat somit nur reelle Eigenwerte und n linear unabhéngige zueinander orthogonale
Eigenvektoren, ndmlich die Spalten von Q.

Beweis: Der Beweis folgt mit (5.2.8) und der Symmetrie von A. n

5.3 Kondition des Eigenwertproblems

In diesem Unterkapitel wird die Frage behandelt, wie stark sich die Eigenwerte und Eigenvek-
toren bei Storungen in A &ndern. Dazu zunéichst folgender

Satz 5.3.1 Sei A € R™*™ diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Matrix V € R™*™ mit

VAV = diag(\1, ..., \). (5.3.2)

Sei i ein Eigenwert der gestorten Matrix A + AA. Dann gilt

min [\ — p < V]IV AA] (5.3.3)

1<i<n

fir alle p=1,2,...,00.
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Beweis: Beweise findet man wieder in [GL] und [SB]. n

Man vergleiche dieses Beispiel mit 5.2.3, in dem mit A = I auch V = [ war, sich also die
Kondition in hiesigem Sinne nicht verschlechterte. Hier beachte man aber, dafl die absolute
Kondition der Eigenwerte von r,(V) = |V||,||V ||, abhéngig ist, und nicht von r,(A). Da die
Spalten von V' gerade die Eigenvektoren von A sind (vergleiche (5.3.2)), bedeutet 5.3.1 gerade,
daf fiir eine diagonalisierbare Matrix die Kondition der Eigenvektorbasis (im Sinne von Maf
kp(V')) eine grofie Rolle bei der Empfindlichkeit der Eigenwerte von A beziiglich Stérungen spielt.
Hierzu wieder ein Beispiel.

Beispiel 5.3.4 Seien
0 1
A (0 0)

01
wesae ()

und die gestorte Matrix

mit den Eigenwerten Ay = Ay = 0 von A und 5\172 = +/6 von A+AA gegeben. Fiir die Kondition
des Eigenwertproblems ergibt sich somit

M—M| Ve 1

’iabsz~7— = —F= — 0
A=Al 6 V6

fiir 6 — 0. n

Das Eigenwertproblem kann fiir beliebige Matrizen also sehr schlecht konditioniert sein. Der

folgende Satz zeigt aber, dafl dieses Problem fiir symmetrische Matrizen stets gut konditioniert
ist.

Satz 5.3.5 Sei A € R™*™ symmetrisch und p ein Eigenwert der gestorten Matrix A+ AA. Dann
gilt

in [N — pu| < ||AA]-. 5.3.6

min A < [AA]L (53

Beweis: Aus Korollar 5.2.9 folgt, dafl A sich mittels einer orthogonalen Matrix () diagonalisieren
laBt. Da fiir @ aufgrund der Orthogonalitit ko(Q) = 1 gilt, folgt die Behauptung direkt aus
Gleichung (5.3.3) fiir p = 2. .

5.4 Eigenwertabschitzungen
Wir erinnern zunéchst an ein paar Eigenschaften von Eigenwerten.
Eigenschaften 5.4.1 Seien A, B € R™*". Dann gilt

(i) Falls det A # 0 und ) ein Eigenwert von A ist, so ist A™! Eigenwert von A1,

(iii) Ist A € 0(A), soist \—a € o(A—al). Hierbei nennt man « Shift oder Spektralverschiebunyg.

)

(ii) Ist A € 0(A), dann ist aX € o(aA) fir a € C beliebig.
)
)

(iv) Ist A € o(A), so ist ebenfalls A € o(A).
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(v) Es gilt stets o(A4) = o(AT).
(vi) Es gilt 0(AB) = o(BA).

Wir wollen nun erreichen, aus einer direkt zugénglichen Information in A (z.B. die Eintriige
oder die Matrixnorm) Aussagen iiber die Eigenwerte von A treffen zu kénnen, ohne explizite
Rechnungen anstellen zu miissen. Dazu zunéchst folgender

Satz 5.4.2 Es gilt |A\| < ||A]| fiir jedes A € 0(A) und jede Operatornorm.

Beweis: Sei A € 0(A) und v zugehdriger Eigenvektor mit ||v|| = 1. Dann gilt
A= Il = lldwll = [|Av] < e LAz = A

|
Daraus folgern wir fiir das gesamte Spektrum
Korollar 5.4.3 Fiir das Spektrum einer Matrix A gilt o(A4) < ||4]|. n
Hieraus sehen wir, dafl umgekehrt zu jedem € > 0 eine Matrixnorm || - ||, existiert, so dafl die

Ungleichung [|A|, < p(A) + ¢ gilt, in der p(A) = max{|\| : A € 0(A)} bezeichnet. Nun kommen
wir zu der in diesem Unterkapitel entscheidenden Aussage.

Satz 5.4.4 (Satz von GERSCHGORIN) Seien

Ki={2€C:|z—aul <Y _|ayl} (5.4.5)
J#i
die GERSCHGORIN-Kreise. Dann gilt

o(A) C CJ K, (5.4.6)
=1

d.h. alle Eigenwerte liegen in der Vereinigung der GERSCHGORIN—Kreise.

Beweis: Sei A € 0(A) und v zugehoriger Eigenvektor. Sei i so gew&hlt, dal |v;| = max |vj].

1<j<n
Aus Av = v folgt dann

n
Zaijvj = /\Ui <~ Zaijvj = ()\ — aii)vi.
j=1

J#
Also gilt
il |]A = aiil = Y aigvj| <Y laijlvjl,
J#i J#i
und damit o
Y
A —ai| < Z ] 0] < Z |asj]-
J#i J#i

Die Menge der Eigenwerte kann aber noch eingeschrinkt werden durch
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Korollar 5.4.7 Seien KZT die GERSCHGORIN-Kreise fiir A”. Dann gilt

o(A) C (O K) N (O K?) . (5.4.8)

Falls A symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell. Also gilt in diesem Fall

o(A) C O(Ki NR). (5.4.9)
i=1

Beweis: Die Aussagen folgen aus 5.4.1(v) zusammen mit (5.4.6). n

Beispiel 5.4.10 Wir betrachten die GERSCHGORIN-Kreise der Matrizen

4 1 -1 4 0 1
A=10 3 -1 und AT=[1 3 0
1 0 —2 -1 -1 =2

A hat das Spektrum o(A) = {3.43 & 0.14i, —1.86}. Die GERSCHGORIN-Kreise von A und AT
sind:

Ky, = {z:]z—4] <2} K ={z:]z-4/<1}
Ky = {z:]z—-3|<1} KI={z:]2-3|<1}
Ky = {z:]z+2|] <1} KI={z:|z+2/<2}

KT 24 C

Nimmt man nun deren Schnitt geméf (5.4.8), so bleiben
Ki={z:]z242| <1}
Ky={z:|z-3| <1}
Ks={z:]z—4] <1}

iibrig. Man kann sogar noch weiter spezifizieren, dafl sich m Eigenwerte in nichtleerem Schnitt
von m GERSCHGORIN-Kreisen befinden. "

In den néchsten Abschnitten werden verschiedene Verfahren zur numerischen Berechnung von
Eigenwerten und Eigenvektoren vorgestellt.



5.5 Vektoriteration 63

5.5 Vektoriteration

Die auf vON MISES zuriickgehende (direkte) Vektoriteration (auch Potenzmethode oder power
iteration), ist ein Verfahren zur Bestimmung des betragsgrofiten Eigenwertes und des zugehori-
gen Eigenvektors einer Matrix A. Es liefert das Grundkonzept fiir die Entwicklung weiterer
diesbeziiglicher Verfahren. Der Einfachheit halber machen wir fiir die Konvergenzanalyse einige
Annahmen. Wir gehen davon aus, dal A diagonalisierbar ist, also eine Basis von Eigenvektoren
vl ..., v™ des C" mit [|vf]|o = 1 existiert. Weiter gelte fiir die Eigenwerte [A1] > [Aa| > ... > |\,
Der dominante Eigenwert soll also einfach sein. Damit gilt A\; € R und v' € R. Fiir die Vek-
toriteration brauchen wir einen beliebigen Startvektor z(°) € R”, der sich somit (theoretisch)

darstellen 148t als .

20 = Z cjvj.

j=1

Wir nehmen weiter an, daB z(©) so gewiihlt ist, daB ¢; # 0. Wenden wir nun die k-te Potenz von
A auf ) an, so erhalten wir

n n

Ak 20 = chAkvj = ch)\?vj.
j=1 J=1
Also gilt:
") = Ak — )\’f ol + Z ()\j) v | = )\]f (clvl + r(k)) , (5.5.1)
, 1
7j=2
wobei wegen f\‘—i <1fiirj=2,...,n folgt

k) _ J
rh =3 </\1> vl — 0 (5.5.2)

=2

fir & — oo, was bedeutet, dafl fiir wachsendes k in (5.5.1) der erste Eigenvektor dominiert.
Um dies etwas préziser zu fassen, betrachten wir den Abstand zwischen den Unterrdumen T :=
{av! 1 @ € R} und S* := {az* : o € R}:

d(S*,T) := min |z — vty = min [az® — ol (5.5.3)
Forme (5.5.1) dquivalent um zu
()\]fcl)_la:(k) =l + cl_lr(k)
und setze mit ay := (A\fep) ™! in (5.5.3) ein, womit

_ A
d(S*,T) < aga" = o'llz = |eg ' r* 2 = O ( N

A1

folgt. A1 kann also folgendermaflen approximiert werden:

k
) (5.5.4)
) (zUNT Az®) ()T g(k+1)

- . 5.5.5
ECIE ECIE (5.55)
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Da apyy = (M le) ™ = (Wee)) 1 ()7t = SE, 188t sich (5.5.5) schreiben als

(akx(k))T(ak+1x(k+1))
oz ™3
(v' +O0(12)5) (v + O(I32 )
[v! + O3 )" 13

1+0(1%2")
)

— N
1+0(321F)
’)\(k) - )\1‘ =0 (‘)‘2

AR =)

1

womit wir

A2
= XN |1
1( +O</\1
A1

k
> (5.5.6)
Bemerkung 5.5.7 Falls A symmetrisch ist, gilt fiir obige Konvergenz sogar

‘)\(’“) —)\1‘ :0( 2k) .

Bevor nun einen Algorithmus zur Vektoriteration angegeben wird, ein paar Bemerkungen iiber
die Skalierung der Iterierten. Da nimlich ||z |y — oo, falls [A;| > 1 und ||z*)||y — 0, falls
[A\1] < 1, ist es zweckméBig, die Iterierten z®) zu skalieren. Damit werden dann starke Ande-
rungen der GroBenordnungen vermieden. Da der Unterraum S* und die Tterierten z*) in (5.5.5)
nicht von der Skalierung von z(*) abhéngen, bleiben die GroBenordnungen der Konvergenzen in
(5.5.4) und (5.5.6) erhalten. Nun haben wir geniigend Mittel zusammen, um einen Algorithmus
erstellen zu konnen.

erreicht haben.

Ao
A1

Algorithmus 5.5.8 (Vektoriteration, Potenzmethode) Wihle einen Startvektor y© £
mit ||y(©|| = 1. Fiir k =0, 1, ... berechne

GEHD = gy®)

AR = (T R)

gk = ﬂ
|G+ |

Hierzu sei noch bemerkt, daB unter der Annahme y(© = (9 mit vollstindiger Induktion nach
k
(k) Ak 2(0)

k) = =
lz®lz | AFz O

Y

folgt. Also liefert Algorithmus 5.5.8 bis auf einen Skalierungsfaktor in z(*) die oben analysierten
Folgen #®) und \*). Weiter ist zu beachten, daf die Konvergenzgeschwindigkeit in Algorithmus
5.5.8 wesentlich vom Verhéltnis zwischen Ay und A; abhéngt. Hierzu vergleiche die Gleichungen
(5.5.4), (5.5.6) und (5.5.7). Wir schlieen diesen Abschnitt mit einem Beispiel ab.
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Beispiel 5.5.9 Betrachte das Eigenwertproblem 5.1.2 (STURM—LIOUVILLE-Problem). Durch
Diskretisierung wurde dies in die Form

Au = ARu

mit A € R®=Dx"=1 jiherfithrt. Sei () = 1, also R = I, womit die Eigenwerte von A

4 5 1.
An—j = 2 sin? (ijﬂ'h)
mit j =1,....n—1und h = % explizit bekannt sind. O.B.d.A. sei die Numerierung hier so

gewahlt, daBl Ay > Ao > ... > \,_1 gilt. Betrachte nun
Ao Ay sin? (%(n — 2)7h) B sin? (%7’[’ — mh)
A1 Al sin? (%(n — 1)7h)  sin? (%71 — %Fh)

cos? (mh) . (1— %(Trh)Q)Q

cos? (%ﬂ'h) (1-— %(%wh)2)2
L a2n? g iyt
[ —lew g g~

Hieran ist ersichtlich, daB man fiir k < 1 mit einer sehr langsamen Konvergenz A*¥) — \; mit
2

einem Faktor ~ %’ =1 — w2h? pro Iteration rechnen muf. Die Resultate fiir h = % mit dem
Startvektor z(® = (1,2,...,29)7 und y© = % ergeben:

o e =g | sl
ME=D-M|  Als Fazit konnen 1t sich festhalten, dal Algorithmus 5.5.8

1 1.8e+3 0.51 konvergiert, falls A diagonalisierbar und A; ein einfacher Ei-
4.8e+2 0.82 genwert ist. Aber die Konvergenz kann trotzdem sehr lang-
15 1.6e+2 0.93

sam sein, was in mehreren Fillen gezeigt wurde. Im folgen-
50 4.de+1 0.98 den Abschnitt betrachten wir jetzt eine Variante der Vekto-

100 L7e+1 0.98 riteration, die inverse Vektoriteration.
150 8.2 0.99

5.6 Inverse Vektoriteration

Sei A € R™™ nichtsingulir und diagonalisierbar. Die Eigenwertgleichung Av' = \jv? fiir i =

1,...,n ist dquivalent zu

1 . ,
)\—ivZ = AWt

Also wiirde die Vektoriteration angewandt auf A~! unter der Annahme
Al > [Aa] >0 > [Ano1| > A

den betragsmifig kleinsten Eigenwert A, von A ermitteln. Erinnern wir uns noch an die Ei-
genschaft 5.4.1(iii), so ist \; Eigenwert von A genau dann, wenn \; — pu Eigenwert von A — ul
ist. Dies kann man nutzen: Angenommen, man hétte eine Schitzung p =~ \; eines beliebigen
Eigenwertes A\; von A, so daf

=il <l = Ayl (5.6.1)
fiir alle ¢ # j ist (implizit nehmen wir natiirlich ebenfalls an, da§ A; einfacher reeller Eigenwert
ist). Dann ist |u — A;|~! der betragsmiBig grifte Eigenwert von (A — uI)~!. Zur Berechnung
von (1 — A;)~! und damit von )\; wende man die Vektoriteration 5.5.8 auf (A — ul)~! wie folgt
an:
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Algorithmus 5.6.2 (Inverse Vektoriteration mit Spektralverschiebung) Wihle zuerst
einen Startvektor y(© mit [|y(® |, = 1. Sei p so, daB Gleichung (5.6.1) gilt. Fiir k = 0,1,2, ...
berechne

(A—pulg*) = 4® (5.6.3)
1
w _ 1
A = (Q(HI))T?/(@—FM (5.6.4)
(kt1) g(kJrl)
N I

Hierbei ist noch zu beachten, daB in (5.6.3) 7t = (A — uI)~'y* als Losung des Systems
(A — puD)§*+1) = 4*) bestimmt wird. Um dies zu erreichen, berechnet man einmal eine QR
oder LR—Zerlegung von A — pl. Fir p = 0 wird natiirlich der kleinste Eigenwert bestimmt.
Bei der Vektoriteration aus 5.5.8 angewandt auf (A — pl)~! strebt (7*+1)7y*) gegen den
betragsmiBig groften Eigenwert von (A — ul)~!, also gegen TI—M (vergleiche (5.6.1)), d.h.

1
k) 1 )\
AR GEyTym A (5.6.5)

fiir £ — oo. In Algorithmus 5.5.8 hingt die Konvergenzgeschwindigkeit von %’ ab. In hiesigem

Algorithmus hingt die Konvergenzgeschwindigkeit von

1 1
S Pl R — gl
i = T = i — g (5.6.6)
[Ai—pl [Ai—ul i Y

ab. Ist p also eine gute Schitzung von \;, so gilt

A —
‘|17M| <1,
min [A; — p
JFi

was bedeutet, dafl das Verfahren sehr schnell konvergiert. Als Fazit 143t sich also festhalten, daf3
man durch eine geeignete Wahl der Spektralverschiebung p mit der inversen Vektoriteration aus
Algorithmus 5.6.2 einzelne Eigenwerte und Eigenvektoren von A berechnen kann. Praktisch ist
es allerdings in vielen Fillen nicht ohne weiteres klar, wie man p zu wéhlen hat.

Eine weitere wichtige Bemerkung ist, dafl die Konvergenzgeschwindigkeit noch erheblich verbes-
sert werden kann, wenn man g nach jedem Schritt auf die aktuellste Approximation von \(*)
setzt. Dann muf allerdings die QR— oder LR-Zerlegung von A — A¥)T in jedem Schritt neu
berechnet werden, was den Rechenaufwand natiirlich stark ansteigen 1d8t. Fine weitere Frage,
auf die wir bisher weder in 5.5 noch hier eingegangen sind, ist, nach wie vielen Iterationen man
die (inverse) Vektoriteration abbrechen sollte. Hierfiir 148t sich allerdings kein allgemeingiiltiges
Kriterium angeben, sondern iiber diesen Abbruchparameter muf} bei jedem Problem separat ent-
schieden werden. Weitere interessante Details zur Vektoriteration findet man in [H] und [GL].
Vor allem in letztgenanntem Werk befinden sich viele gerechnete Beispiele. Im n#chsten Unter-
kapitel wird der wichtigste — auf der QR—Zerlegung basierende — Algorithmus zur Bestimmung
von Eigenwerten von Eigenvektoren behandelt.
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5.7 QR—Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

In Satz 5.3.5 wurde gezeigt, dal das Figenwertproblem fiir symmetrische Matrizen immer gut
konditioniert ist. Deshalb wollen wir jetzt einen effektiven Algorithmus zur gleichzeitigen Be-
rechnung aller Eigenwerte einer symmetrischen Matrix A € R™ ™ herleiten. Aus den friiheren
Kapiteln wissen wir schon, dafl es im symmetrischen Fall nur reelle Eigenwerte gibt, und eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren v!,...,v"™ des R" existiert, womit wir A in eine Diagonal-
matrix transformieren kénnen:

QTAQ = diag(\1, ..., \n), (5.7.1)

wobei @ = [v!,...,v"] ist. Um nun praktisch diese Diagonalgestalt zu erreichen, gibt es mehrere
potentielle Ansétze. Zum einen konnte man versuchen, () direkt in endlich vielen Schritten zu be-
stimmen, da die Eigenwerte Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(\) = det(A—AI) sind.
Damit wire auch ein endliches Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms n-ten
Grades von Néten. Ein solches basierend auf den elementaren Rechenoperationen (mit /) kann
es aber nach dem Satz von ABEL nicht geben. Also ist diese erste Moglichkeit ungeeignet. Eine
weitere Moglichkeit ist, A mittels Ahnlichkeitstransformationen, z.B. Orthogonaltransformatio-
nen auf Diagonalgestalt zu bringen. Z.B. kénnten hier die HOUSEHOLDER-Transformationen aus
(3.7.5) angewandt werden, da die Eigenwerte unter Ahnlichkeitstransformationen invariant sind.
Dies konnte fiir n = 5 folgendermafien aussehen:

* ok ok ok ok * ok ok ok % *x 0 0 0 O
* ok ok ok Xk 0 * *x *x x * ok ok ok ok
Q1- Q2
A=1* * * *x x| = |0 * * *x x| — |* * * *x =x
* % % % % 0 * * * * % %k % %
* ok % k% 0 *x * * * *  x % k%

Wenn wir also A zunéchst mit einer orthogonalen Matrix ()1 von links multiplizieren, um die erste
HouseEHOLDER-Transformation auszufithren, wird die erste Spalte unter dem ersten Eintrag wie
gewiinscht zu Null. Wenden wir das Verfahren nun auf die erste Zeile an, indem wir von rechts
mit einer HOUSEHOLDER—Matrix Q2 multiplizieren, um auch dort wieder Nullen ab dem zweiten
FEintrag zu erzeugen, lduft die erste Spalte aber wieder voll, und die Matrix Q1 AQ> ist nicht
mehr symmetrisch. Also ist dieses Verfahren so ungeeignet. Ganz anders ist der Fall, wenn wir
A auf Tridiagonalgestalt transformieren wollten. Dann kénnten wir das Verfahren auf kleiner
werdende Matrizen ; anwenden, also

% %k ok ok ok ¥ ok ok ok % * * 0 0 O
* x k k% S T I B
A:*****&O****.Q—%O****H
¥ ok ok ok % 0 * *x x =x 0 * *x % =x
* % % % % 0 * * * 0 * * * =*
bis schlieBlich eine Matrix der Form

*x x 0 0 O

* * x 0 0

0 « x x 0

0 0 % *x =

0 0 0 % =x

entsteht. Dieses erste Ergebnis halten wir fest.
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Lemma 5.7.2 Sei A € R™*™ symmetrisch. Dann existiert eine orthogonale Matrix Q € R™*",
die das Produkt von n —2 HOUSEHOLDER-Reflexionen ist, so da8 QAQT eine Tridiagonalmatrix
ist. Insbesondere ist QAQT symmetrisch.

Beweis: Eine Iteration des obigen Prozesses und die Eigenschaften der HOUSEHOLDER-Matrizen
Q1,...,Qpn_2 liefern

Qu2- - QAQT---QL_, =

S OO ¥ ¥
S O ¥ ¥ ¥
S ¥ ¥ % O
* % *x O O
* ¥ O O O

Setze nun @ :== Qp_2--- Q1. "

Hiermit haben wir unser Problem bereits auf die Berechnung der Eigenwerte einer symmetrischen
Tridiagonalmatrix reduziert.

Berechnung der Eigenwerte einer symmetrischen Tridiagonalmatrix

Die nun folgende Idee stammt von RUTISHAUSER aus dem Jahre 1958. Er berechnete die LR~
Zerlegung der Matrix

* x 0 0 0
* x % 0 0
B=1]10 x x x 0
0 0 *x * =%
00 0 % =«
und erhielt entsprechend die zwei Bidiagonalmatrizen
1 00 0O *x x 0 0 0
*+ 1 0 0 0 0 = = 0 0
B=LR=1]10 x 1 0 0 0 0 x *x 0
00 = 10 0 0 0 * =«
00 0 *x 1 0 00 0 =
Nun vertauschte er L und R und bekam
*x « 0 0 O 1 0 0 0O
B 0 = x 0 O * 1 0 0 O
B:=RL=10 0 *x x 0 0 1 00
00 0 % =« 00 x 10
00 0 0 = 00 0 x 1

Nun wiederholte er dieses Verfahren mit B. In den Jahren 1959 und 1961 wurde dieses Ver-
fahren basierend auf QR-Zerlegung von FRANCIS und KUBLANOVSKAJA modifiziert, da diese
numerisch stabiler ist. Nun kénnen wir hiermit eine Folge von Matrizen { By } ey definieren und
erhalten einen ersten Algorithmus.

Algorithmus 5.7.3 Setze By := B. Fir k=1,2,...

i) bilde QR—Zerlegung von By = QR mit orthogonalem @, und oberer Dreiecksmatrix Ry.
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ii) setze Bpi1 := RpQk.

Um ein paar zusétzliche Informationen iiber die nun definierten Matrizen zu erhalten, geben wir
folgendes

Lemma 5.7.4 Die durch Algorithmus 5.7.3 definierten Matrizen By haben folgende Eigenschaf-
ten:

(a) By ist dhnlich zu B.
(b) Falls B symmetrisch ist, ist dies auch Bj.

(c) Falls B symmetrisch und tridiagonal ist, so hat auch By diese Eigenschaften.

Beweis: Zu (a) zeigen wir, dafi By, dhnlich zu By ist. Dies folgt aber direkt durch folgende
Gleichung;:

QiBr11QF = QuRrQrQ} = QiRy = B.

Behauptung (b) zeigen wir durch vollsténdige Induktion nach k. Der Induktionsanfang ist trivial.
Zum Induktionsschritt £ — k + 1 betrachte

Bf., = BI.,QTQ, = (Q1Bri1) " Qr = (QuRxQr) " Qx
= (BeQr)'Qr = QL BL Qi = QF BLQs,

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung angewandt wird. Hierbei sieht man, daf
die Symmetrie durch Ahnlichkeitstransformationen erhalten wird. Den letzten Teil (c) zeigen wir
ebenfalls iiber Induktion nach k& mit GIvENs—Rotationen. Auch hier ist der Induktionsanfang
klar. Sei nun By tridiagonal und symmetrisch. Konstruiere @y so, dafl Ry = Q;{Bk ist. Also
entsteht aus der Matrix B mit der von oben bekannten Struktur eine Matrix Ry = Q;{Bk =
Gn—1n -~ G128y mit der Struktur

* x x 0 0
0 « x x 0
0 0 x *x =x
0 0 0 *x =
0 00 0 =

Diese Struktur kommt dadurch zustande, dafl man durch die verwendeten GIVENS—Rotationen
G1,2,G23,...,Gp_1y, um die untere Nebendiagonale * zu eliminieren, aufgrund des Nullenmu-
sters ein fill-in in der 2. Nebendiagonale erzeugt. Insgesamt haben wir aber By = RyQr =
Q;{Bka. Da nach (b) aber By symmetrisch ist, mufl die durch das fill-in entstandene Neben-
diagonale verschwinden und By, hat Tridiagonalgestalt. n

Nun kommt der alles entscheidende Satz dieses Kapitels, aus dem auch nachher der fiir uns
wichtigste Algorithmus zur Berechnung der Eigenwerte folgen wird.
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Satz 5.7.5 Sei A € R"*" symmetrisch mit den Eigenwerten \1,..., \,, die die Eigenschaft
IAi] > A2l > ...> A >0 (5.7.6)

haben mogen. Weiter seien die Matrizenfolgen {Ay}ren, {Rk}reny und {Qglren wie in Al-
gorithmus 5.7.3 definiert: A; := A, Ay = QrRk, Axr1 = RpQp. Dann gibt es Matrizen

Sk = diag(agk), . ,a,(Lk)) mit ’JZ(k)’ =1, so daf
klim SklekSk =1 (5.7.7)
und
khm SkRkSk,1 = klim SkflAkSk = diag()\l, Ceey /\n) =:D. (578)
Insbesondere gilt
. k
klirgo agj) = (5.7.9)
fir j =1,...,n wobei a;; das j-te Diagonalelement der MatrixA; = (az(.;?))ij ist. n

Bevor wir dies beweisen, noch ein paar Bemerkungen zu diesem Verfahren:

(i) Mit der Aussage von Satz 5.7.5 bietet Algorithmus 5.7.3 die Konstruktion einer SCHUR~
Zerlegung gemif Korollar 5.2.9 von A.

(ii) Algorithmus 5.7.3 1d8t sich als Verallgemeinerung der Vektoriteration betrachten, denn
die Iteration entspricht der Projektion auf die Unterrdume, die von den Spalten von Ay
aufgespannt werden. Niheres hierzu findet man in [SB], p. 58ff..

(iii) Man kann Satz 5.7.5 auch allgemeiner fiir nicht symmetrische Matrizen A formulie-
ren. Dann mufl man als zusitzliche Voraussetzung fordern, daB A = Y ~!DY mit
D = diag(A1,...,\,) die JORDAN—Normalform von A sei, und Y in diesem Fall eine
LR~Zerlegung besitzt. Unter diesen Voraussetzungen wandelt sich die Aussage (5.7.8) al-
lerdings in

A1

khj& SkRkSk,1 = leIIOlo SkflAkSk = h ‘* (5.7.87)
An
und es entsteht eine komplexe SCHUR’sche Normalform.
(iv) Falls A € C™*™ miissen (5.7.7) und (5.7.8) ersetzt werden durch
klim Si_1QrSr =1 (5.7.7)
und

A1

lim SpRLSi-1 = lim Sj_y AS) = T (5.7.8")
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Beweis von Satz 5.7.5 (nach [W]) Zunéchst konstruieren wir eine geschickte QR-Zerlegung
von A*. Da A symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix @ € R™*" sodal Q 1AQ =
QTAQ = D = diag(\1, ..., \,). Hiermit folgt

AF = QTDFQ (5.7.10)

wobei D¥ = diag(A\¥, ..., \F) ist. Sei nun Q = LR die LR-Zerlegung (ohne Pivotisierung)® von
Q. Damit erhélt (5.7.10) die Form

A* = QT D*LR = QT (D*LD*)(D*R). (5.7.11)

Fiir den Term D*LD~* gilt in Komponenten:

ko —k A\
(DFLD™%);5 = 1 T
J

Damit folgt aufgrund der Struktur von L als unterer Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diago-
nale:
DELD™* =1+ E, (5.7.12)

mit klim E) = 0. Dies in (5.7.11) eingesetzt, ergibt
AR = QT(I + E;)(DFR). (5.7.11a)

Nun betrachten wir den Term
(I+Ep)'(I+E)=1+F (5.7.13)

mit Fy = EkT + Ey + E,{Ek Da nun (5.7.13) symmetrisch positiv definit ist, existiert eine
CHOLESKY—Zerlegung geméf (3.4.4). Sei diese durch

I+ Fy = RF'Ry, (5.7.14)

mit (Ry); > 0 und Ry als oberer Dreiecksmatrix bezeichnet. Man kann zeigen, da die Matrix
Ry, stetig von I + Fj, abhéngt. Also folgt aus hm Fr, =0, daB hm Ry, = I sein muf. Weiterhin

ist Qr, := (I + Ej)R;! orthogonal, denn
QLQr = RT(I+Ey)"(I+E)R; =R, T(I1+ Fy)R;*
= RIRIRyR;'=1.
Damit besitzt I + Ej, die QR—Zerlegung I + Ej, = Qi Ry, und fiir die Grenzwerte gilt
Jim. Qr = Jim (7 + E)R'=1 und Jim R,=1. (5.7.15)
Also folgt fiir A* in der Darstellung (5.7.11a)

A¥ = QT (QxRr)D"R = (Q" Q1) (RiD"R), (5.7.16)

!Diese existiert, wenn alle Hauptminoren von Q # 0 sind. Ist dies nicht der Fall, so ist die LR-Zerlegung, da
Q insbesondere als invertierbar angenommen ist, mit einer Pivotisierung in der Form

PQ=LR=:Q

stets erreichbar. Der Beweis lduft mit dieser Modifikation dann analog, mit dem Unterschied, daf} sich die Gréflen-
anordnung der Eigenwerte éndert.
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womit wir den ersten Teil des Beweises abschlieflen. Der zweite Teil beginnt nun damit, dafl wir
per vollstindiger Induktion nach k zeigen, daB A* die Darstellung

AF = Q- QrBy- - Ry (5.7.17)

besitzt. Hierzu benutzen wir das Verfahren aus Algorithmus 5.7.3, das wir bisher noch nicht
verwendet haben. Setze vorher noch Py := Q1 ---Qp und Uy, := Ry --- R1. Der Induktionsanfang
ist klar, denn nach Definition gilt A = Ay = Q1R;. Nun zu k£ — k + 1. Es gilt nach besagtem
Algorithmus

Dies ist dquivalent zu
Py A1 = APg. (5.7.18)

Damit gilt fiir A*+1

AL = AAR = (AP UL = Pu AUy,
= Pu(Qry1Rr1)Ux = Pri1Urpa

womit A* also die Darstellung (5.7.17) besitzt. Da aber Py orthogonal und U}, eine obere Drei-
ecksmatrix ist, 148t sich die QR-Zerlegung (5.7.17) von A* durch die QR~Zerlegung der einzelnen
Matrizen A, ..., Ay ausdriicken. Das bedeutet, dafl wir nun (5.7.16) und (5.7.17) zusammenfas-
sen. Hierzu beachten wir, daf§ die QR—Zerlegung in (5.7.17) eindeutig bis auf Reskalierung der
Spalten von @ ist. Das bedeutet, daf} es eine Vorzeichenmatrix

Sk = diag(agk), o)

n

mit |o;(k)| = 1 und den Eigenschaften
P.=(QTQr)S; und Uy = SpR.D*R (5.7.19)
gibt. Damit folgt aber
Jim PeSy = lim QTQ = Q" (lim Q) = Q"
und
Qu=P\P. = S1Q0:4(Q")'Q"QkS;;
= Si-1Q;,QkSy.

Mit diesen Resultaten konnen wir nun an die Limites in Satz 5.7.5 herangehen. Es gilt nun
offenbar

lim SzlekSk = I,

k—oo

womit wir (5.7.7) bereits gezeigt haben. Fiir die beiden anderen Grenzwerte miissen wir noch
ein wenig rechnen. Fiir Ry gilt

Ry =UU}, = (SeRpDR)(RTD " VR S; )
= SyRiLDR.' Si_,.

Hieraus folgt o
SiRiSk—1 = RiDR; !,
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womit nun (5.7.8)

bewiesen ist. SchliefSlich folgt mit Ap = Qi Ry, daf3
Si—14kSk = (S5_1QkSk) (S; Rk Sk)

und damit dann

Jim (Sg_y QrSk)(SpBrSy) = 1D = D,
was die Aussage von (5.7.9) ist, und unseren Beweis beendet. "

Nun sind wir soweit, um die praktische Durchfithrung in Angriff zu nehmen.

Algorithmus 5.7.20 (QR—Verfahren zur Eigenwertberechnung) Berechne fiir symme-
trisches A € R™"*"

I.) Reduziere A mittels HOUSEHOLDER-Reflexionen auf Tridiagonalgestalt B = QT AQ wie in
Lemma 5.7.2.

II.) Wende auf B Algorithmus 5.7.3 mit GIVENS-Rotationen an, womit
GBG" ~ D

und G das Produkt aller GIVENS-Matrizen ist. Die Spalten von GQ” approximieren die
Eigenvektoren von A.

Der Aufwand fiir diesen Algorithmus betriagt O( %nS) fiir Teil T und O(n?) fiir Teil 1.

Bemerkung 5.7.21 e Falls A nichtsymmetrisch ist, transformiere A auf obere HESSEN-
BERC—Gestalt
*

B=QTAQ=

* *

Danach bringt man die Matrix in II auf SCHUR’sche Normalform. Weiteres findet sich in
[SB], p. 41ff..

e Wenn man eine Singuldrwertzerlegung wiinscht, kann man den Algorithmus entsprechend
modifizieren.

e Man kann zeigen, daf} die Konvergenzgeschwindigkeit der QR—Verfahrens von den Faktoren

Aj+1

Aj

fir 7 =1,...,n — 1 abhéngt. Das bedeutet, dafl im Falle

Aj+1

~1
Aj
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fiir ein oder mehrere j die Effizienz sehr schlecht wird. Hier schafft dann ein QR-
Algorithmus mit Spektralverschiebung anstelle von IT Abhilfe (vergleiche dazu Algorithmus
5.6.2).

Nachdem wir nun alle im Rahmen dieser Vorlesung zur Berechnung der Eigenwerte relevanten
Verfahren besprochen haben, kommen wir im néchsten Abschnitt zu der bereits in Abschnitt
4.4 erwihnten Singuldrwertzerlegung.

5.8 Singulidrwertzerlegung

In Satz 4.4.1 haben wir gezeigt, daf} es zu jeder Matrix A € R™*™ orthogonale Matrizen U € Oy,
und V € Q,, mit
UTAV =% = diag(oy,...,0,,0,...,0)

mit p = rang A < min(m,n) (Singuldrwertzerlegung), und die Zahlen o1 > 09 > ... > 0, > 0
waren die Singuldrwerte. Man verwendet die Singuldrwertzerlegung héufig zur ,,Dimensionsre-
duktion“ in dem Sinne, dafl man im Falle p = rang A < min(m, n) die Matrix A weiterverarbeitet
als UX VT wobei die wesentlichen Informationen iiber A in ¥ enthalten sind. Ein Beispiel hierfiir
sind die nach HACKBUSCH benannten H-Matrizen, die bei der Diskretisierung von Integralglei-
chungen eine wichtige Rolle spielen. Nun aber zur numerischen Berechnung der Singuldrwerte:
Wir haben bereits in 4.4 gesehen, da$ fiir die Singulirwerte o; = 0;(A) = V(AT A) gilt,
wobei \;(ATA) die Eigenwerte von AT A waren. Daher wire es prinzipiell moglich, AT A zu
berechnen und dann Algorithmus 5.7.20 darauf anzuwenden. Ist AT A symmetrisch, so ist das
Eigenwertproblem auch gut konditioniert. Aber A kann schlecht konditioniert sein, so daf sich
die Konditionszahl bei der Bildung von AT A quadriert. Daher ist diese Methode im allgemei-
nen nicht brauchbar. Also miissen wir nach einer Alternative suchen, die direkt iiber A geht.
Man beachte, daf die Singuldrwerte bei Multiplikation von A mit orthogonalen Matrizen in-
variant bleiben, d.h. die Matrizen A und PAQ mit P € O,, und @ € O, besitzen dieselben
Singulérwerte. Um nun die Singuldrwertzerlegung zu berechnen, bringen wir A zunichst mit
HoUSEHOLDER-Transformationen auf obere Bidiagonalgestalt, so da8 BT B tridiagonal ist. Dies
halten wir fest.

Lemma 5.8.1 Seien m > nund A € R"*" beliebig. Dann gibt es orthogonale Matrizen P € Q,,
und @ € O, so daf

B
PAQ = ( O)
und B € R™*™ eine obere Bidiagonalmatrix
* % 0
*
0 *

ist.
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Beweis: Wir fithren den Beweis mit HOUSEHOLDER—Reflexionen:
¥k k% ok * ok ok k% * x 0 0 O
x ok k% ok 0 * * * x 0 * * * x
* % % % % 0 * * * 0 *x *x *x =
A=1* x * *x % fr, 0 * * * x @ 0 * * * x
* %k % % % 0 * * * 0 *x *x x =
* ok ok kX 0 *x *x % x 0 *x *x *x x
* k% k% 0 * * * =x 0 * * * *
*x x 0 0 0 x x 0 0 0
0 * % *x = 0 = = 0 0
0 0 % % =x 0 0 = % O
P, 0 0 x *x x| — 10 0 0 % x| = (?)
0 0 * *x = 0 00 0 =
0 0 * * = 0 00 0O
0 0 * * = 000 00O
) B
Also ist <0> =Py 1 PlAQ1- - Qn_o. Setzenoch P:=P,,,_1---Prund Q :=Q1--- Qpn_o.
|

Nun miissen wir die Singulérwerte einer oberen Bidiagonalmatrix B berechnen. Dazu wenden wir
G1vENS-Rotationen von links und rechts auf BT B an (vergleiche dazu den Beweis von Lemma
5.7.4(c)). Dies 1a8t sich wie folgt interpretieren: Wir starten mit

BB =

S O ¥ ¥

0

S ¥ ¥ O

0

0

0
*
*
0

0

* % O O

0

*» O O O

OO O O ¥

O O O * ¥

0 00 *x x 0 0 0
* 0 0 by * = 0 O
* x 0l =10 *x x x 0
0 * =x 0 0 * *x =«
0 0 = 0 0 0 *x =

Wenn wir nun Element b; # 0 mit GIVENS—Rotationen von links zu Null machen, erzeugt dies
einen Eintrag by # 0, so daf} die Matrix B die Gestalt

O O O O ¥

O O O ¥ ¥

bo

S ¥ ¥ O O
* ¥ O O O

annimmt. Nun machen wir bs von rechts zu Null, was uns einen weiteren Eintrag b3 # 0 liefert:

SO O O *

oo % *

O O *x ¥

0 0
0 0
x 0
* %
0 =

Diesen miissen wir natiirlich auch ausléschen, was uns by # 0 einbringt:

O O O O ¥

O O O *x ¥

S O % ¥ O

0 0
by O
x 0
* %
0 =
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Dieses Verfahren fihrt so fort. Da dieses Vorgehen einem Hinterherjagen nach den durch fill-in
erzeugten Elementen gleicht, nennt man dieses auch chasing. Wer hierzu mehr Details lesen
will, dem sei [GL], p. 452ff. als Lektiire empfohlen. Wenn man dieses Verfahren nun wiederholt,

entspricht ein Durchlauf einem Iterationsschritt By. Man kann zeigen, dafl klim B = X ist,
— 00

wobei die Matrix Y dann die Singuldrwerte auf der Diagonalen hat. Hieraus stellen wir den
Algorithmus zusammen:

Algorithmus 5.8.2 (QR—Verfahren zur Singuldrwertberechnung) Sei A € R™*" belie-
big vorgegeben.

(I) Reduziere A mittels HOUSEHOLDER—Reflexionen durch P € O, und @ € O, auf obere

Bidiagonalgestalt PAQ = (?)

(II) Wende auf B das ,,chasing” mit GIVENS-Rotationen an.

Das Ergebnis ist dann GBGT ~ . "

Der Aufwand fiir diesen Algorithmus ist O(3n?) bei (I) und O(n?) bei (II).

Damit haben wir Kapitel 5 abgeschlossen. Es gibt noch weitere wichtige Verfahren zur Berech-
nung von Eigenwerten. Fiir grofle symmetrische diinnbesetzte Matrizen gibt es das auf Iteratio-
nen beruhende LANCZOS—Verfahren. Dieses behandeln wir spéter. Wer jetzt schon etwas dariiber
lesen will, schaue in [H], p. 259ff. nach. Wir werden uns im néchsten Kapitel der iterativen nu-
merischen Losung von nichtlinearen Gleichungen und Gleichungssystemen zuwenden, um dann
etwas spéter auf iterative Verfahren zur Losung von linearen Gleichungssystemen zu kommen.
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6.1 Einfithrung

Bisher haben wir lediglich Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme behandelt. Nun
gehen wir den Bereich der nichtlinearen Gleichungen und deren numerische Behandlung an. Ein
einfaches Beispiel fiir einen solchen Fall ist die Berechnung der Nullstellen der Gleichung

f(z) = az® + bz +c,

wobei a, b, ¢ fest vorgegeben seien. Die Nichtlinearitét dieser Gleichung ist durch das quadrati-
sche Auftreten der Variablen x gegeben. Im allgemeinen hat man ein nichtlineares System in n
Unbekannten z1,...,x, mit r Gleichungen gegeben, also eine Funktion f : R" — R", und man
sucht die Losungen der Gleichung

f(z) =0, (6.1.1)
wobei
fl(arl, coey JIn)
fx) = :
fr(x1, .. xn)
ist. Hierfiir schreibt man auch f = (f1,..., f»)*. In dem speziellen Fall » = n = 1 hat man es mit

einem skalaren Problem zu tun. Ein weiterer Spezialfall ist der Fall, in dem mehr Gleichungen
als Unbekannte vorliegen, also r» > n. Dessen Diskussion wird aber spéter gesondert erfolgen.
Wir behandeln im Augenblick nur den Fall » = n, der meistens vorliegt. Literaturgrundlagen
fiir dieses Kapitel sind neben den iiblichen Lehrbiichern die Titel [OR] und [DR].

6.2 Kondition des skalaren Nullstellenproblems

Gegeben sei eine Funktion f: R — R und «* sei eine lokal eindeutige Nullstelle, d.h.
f(z*)=0. (6.2.1)
Sei f eine Storung von f, dergestalt, daf
f(x) = fz)| <e (6.2.2)

fiir alle  aus einer Umgebung U (z*) gilt. Wir fragen nun, welchen Einflu} diese Storung auf
die Berechnung der Nullstelle hat. Bei der Analyse dieses Problems miissen wir beriicksichtigen,
dafl der relative Fehler zu dessen Auswertung ungeeignet ist, da der Quotient

|f () — f(2)]
/()]
im allgemeinen unbeschriinkt fiir  — 2* ist, weil f(z*) verschwindet. Es sei 2 eine Nullstelle
von f. Dann gilt mit (6.2.2)
lf(z")] <e. (6.2.3)
Sei weiter m die Vielfachheit dieser Nullstelle z*. Das bedeutet f(®)(z*) = 0 fiir allei = 0, ..., m—

1 und f0™(z*) # 0. Mit einem & zwischen z* und &* gilt fiir die TAYLOR-Entwicklung von f
an x*

2
=

S
B
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Damit erhalten wir

zt —zh)™ m) (% ~ %
W= IO pom ()|~ 7(3°)] < ¢
nach (6.2.2) und somit gilt
1
e N L

Hieraus lesen wir ab, daff das Problem gut konditioniert ist, wenn m = 1 ist, und schlecht
konditioniert, falls m > 1 ist. Dies kénnen wir uns an folgenden Skizzen klarmachen. Links
sehen wir den Fall m = 1, wo eine Stérung von f im Rahmen bleibt. Rechts dagegen gilt fiir den
Fall m = 2, daf eine Stérung von f keine oder mehrere Nullstellen zum Ergebnis haben kann.

V \I/ V
€
Hierzu betrachten wir noch ein Beispiel
Beispiel 6.2.5 Seien f(z) := (z — 1)® mit der Nullstelle z* = 1 und f(z) := (z — 1) — ¢ mit
der Nullstelle ¥ = 1 + 5. Fiir ¢ = 10712 ist
|f(z) = f(a)] = 107"

aber .
|z* — 3" =103 =104,

was eine enorme Fehlerverstiarkung bedeutet. "

Bei diesem Beispiel haben noch nicht beachtet, dafl die Funktion f zur Lésung des Nullstellen-
problems zusétzlich noch ausgewertet werden muf}, wobei sich in der Regel noch Rundungsfehler
einschleichen werden. Daf} dies problematisch werden kann, zeigt das folgende Beispiel aus [DR].

Beispiel 6.2.6 Gegeben sei das Polynom p(z) = 23 — 622 4 9z, das eine doppelte Nullstelle bei
¥ =3 hat. Fiir ¢ =0,...,100 berechnen wir die Funktionswerte

p(3+i%1077)

auf einer Maschine mit der Maschinengenauigkeit eps ~ 10716, Die Resultate sind in der unten
stehenden Abbildung geplottet. Man sieht, dafl die mit Rundungsfehlern behaftete Funktion p
viele Nullstellen im Intervall [3—10~7,3410~7] hat, obwohl die Nullstelle 2* = 3 lokal eindeutig
ist.
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6.3 Fixpunktiteration

Da man in aller Regel keine Eliminationstechniken zur Lésung von f(z) = 0 zur Verfiigung hat,
mufl man nach anderen Strategien suchen. Hier bieten sich vor allem iterative Verfahren an, die
sich Schritt fiir Schritt einer Nullstelle ndhern. Die Grundidee hierbei ist, dal man (6.2.1) fiir
eine Funktion f : R™ — R" von der Form eines Nullstellenproblems

f@*) =0
in die Form eines Fixpunktproblems
O(z*) = 2" (6.3.1)

iiberfithrt. Um die Funktion ® zu bestimmen, w#hlt man dabei den Ansatz

O(x) =z —g(x)f(x), (6.3.2)

wobei g(z) € R™™ und det g(z) # 0 fiir alle z aus einer Umgebung U (z*) sind. Grundsétzlich
fithrt man die Iteration derart aus, dafl man einen Startwert xg wahlt und dann fir £k =0,1,2, ...
die Werte

Tpy1 = P(zg)
berechnet. Hierbei hofft man, dafl bei geeigneter Wahl von zq die Folge x;, fiir & — oo gegen x*

konvergiert. Geometrisch stellen wir uns das fiir n = 1 folgendermafien vor: Die Aussage, ® hat
einen Fixpunkt, bedeutet, dafl ® die Gerade y = x schneidet.
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Hierbei ist zu beachten, dafl im Fall |®'(z)] < 1

fiir alle x € U := U(z*) wegen des Mittelwert-

satzes gilt, daf} fiir alle z,y € U ein £ existiert y==
mit qj(@)ggo}_
[@(z) —2(y)] = [2(&)(z— )
< max|®(t)[]z —yl, o

was bedeutet, dafl ® kontrahierend ist. In die-

sem Fall ist nennt man & LipsCHITZ—stetig und

bezeichnet den Term max |®’(t)| suggestiv mit
€

L. Im Fall |®'(z)| > 1 kann ® zwar immer noch :Uillm
LipscHITZ-stetig sein, jedoch ist & dann keine

Kontraktion mehr.

o

x3
Diese Konvergenzeigenschaften wollen wir an einem Beispiel aus [DR] konkret beobachten:

Beispiel 6.3.3 Sei f(z) := 2% — 2 — 1. Diese Funktion verschwindet genau dann, wenn
2% = 2 + 1 ist. Aus der Grafik lesen wir ab, daB f eine positive Nullstelle im Inter-

vall [1,2] haben muB. Wir testen zwei Iterationsfunktionen zur Berechnung dieser Nullstelle:

6 3
O1(z) = 2°—-1 1 -
Po(z) = (z+1)s. 9|
. 1
Nun gilt |®)(z)| = [62°] > 1 fiir alle x € [1,2] und 6
()] = | (z+1) 7| < L fiir alle 2 € [0,2]. Mit ®, konnen v
wir also eine Kontraktion mit L = % erreichen. Die Werte /_ 1 i é
der folgenden Tabelle geben Aufschlufl iiber das Konvergenz- 1
verhalten der beiden Iterationsfunktionen.
o = 0.5 o = 0.5 Trog = 1.13 o = 1.135
E 2pe1 = Po(ar) | Trgr = Pi(r) | 2pr1 = P1(an) | 2o = P1(w)
0 0.50000000 0.50000000 1.13000000 1.14e+00
1 1.06991319 —0.98437500 1.08195175 1.14e+00
2 1.12890836 -0.09016330 0.60415884 1.17e+4-00
3 1.13420832 —0.99999946 —0.95136972 1.57e+00
4 1.13467844 -0.00000322 -0.25852598 1.38e+01
5 1.13472009 —1.00000000 -0.99970144 6.91e+06
6 1.13472378 0.00000000 —0.00179000 1.09e+41
7 1.13472411 —1.00000000 —1.00000000 1.69e+-246

Interessanterweise divergiert bei der Funktion @1 selbst der fast exakte Startwert xg = 1.135 in
sehr starkem Mafe. "

Die bisherigen, mehr heuristischen Uberlegungen dieses Abschnitts werden wir nun mit dem
BANACH’schen Fixpunktsatz theoretisch fundieren. Sei X ein linearer normierter Raum mit
Norm || - || und E C X eine vollstdndige Teilmenge von X. Es gelte

$:E—FE (6.3.4)
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und

() — @(y)|| < Lllz -y (6.3.5)

fiir alle z,y € £ und L < 1. Die Kontraktion & ist also auf E LIPSCHITZ-stetig mit einer
LipscuiTz—Konstanten kleiner eins. Dann gilt

1.) Es existiert genau ein Fizpunkt * von ® in E, also
O(x*) =x".
2.) Fir beliebiges zp € E konvergiert
Tpr1 = P(xg)
fir k=0,1,2,... gegen den Fixpunkt x*.

3.) Es gilt die A—priori—Fehlerabschitzung

|z — 2| < 1 _kLHIB1 — z0l|- (6.3.6)

4.) Weiter gilt die A—posteriori—Fehlerabschitzung
ok = 2™ < 7 llox = @p-all- (6.3.7)
Beweis: Ubung. "

Zu diesem wichtigen Theorem aus der Analysis sei noch folgendes bemerkt:

a) Ein vollstdndiger normierter Vektorraum heifit BANACH-Raum. Vollstandigkeit bedeutet,
daf} jede CAuCHY—Folge in dem Raum gegen einen Grenzwert in dem Raum konvergiert. Ist
dieser Grenzwert eindeutig, so spricht man auch von HAUSDORFF—R&umen. Standardbei-
spiele fiir solche Rdume sind die reellen Zahlen, also X = R, in denen jedes abgeschlossene
Intervall E = [a,b] C R vollstindig ist. Dies kann man verallgemeinern in n Dimensio-
nen, womit auch jede abgeschlossene Teilmenge E C R” vollstéindig ist. Der BANACH’sche
Fixpunktsatz gilt aber auch fiir vollstéindige Teilmengen von unendlichdimensionalen Funk-
tionenrdume X.

b) Dieser Satz liefert neben der Existenz— und Eindeutigkeitsaussage iiber die Losung einer
Fixpunktgleichung auch einen konstruktiven Algorithmus sowie Fehlerabschitzungen, wie
lange man iterieren muf}, um eine gewisse vorgegebene Genauigkeit zu gewihrleisten. Will
man etwa die Genauigkeit €, so geniigt es wegen der A—priori-Abschétzung (6.3.6), k so
grofl zu wihlen, dafl die Gleichung

Lk
1-L

lz1 — x| < e,

oder nach k£ umgestellt
log <H331:x0||)
k> e(1-L)

6.3.8
log L1 ( )

erfiillt ist.
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Aus dem BAaNACH’schen Fixpunktsatz ziehen wir fiir die von uns meistens bendtigte Situation
noch folgendes

Korollar 6.3.9 Seien X = R"” und F C X abgeschlossen und konvex, sowie ® : £ — FE stetig
differenzierbar mit

max ||®'(z)|| := L < 1.

zeE

Man beachte, dafl in dieser Gleichung ®'(z) natiirlich fiir die JAcOBI-Matrix

9P .. 9%y
ox1 O0zn
' (x) = | : :
0Py .. 0®n
ox1 Oxn

steht. Dann ist ® eine Kontraktion auf E, und es gelten die Aussagen 1.) bis 4.) aus dem
BANACH’schen Fixpunktsatz.

Beweis: Der Beweis lauft iiber den Mittelwertsatz. Dieser macht die Annahme der Konvexitét
notwendig. Damit hat man dann aber

19(z) = 2(y)ll < max 12" - [l = wll-

Wir schliefen den Abschnitt noch mit dem folgenden

Beispiel 6.3.10 Das System

6x = cosx+ 2y
8y = ay’+sinz

besitzt auf E = [0,1]? eine eindeutige Losung. Bestimme diese approximativ bis auf eine Ge-
nauigkeit von 103 beziiglich der Norm || - || . n

6.4 Konvergenzordnung und Fehlerschitzung

Wenn man ein Iterationsverfahren benutzt, um etwa eine Nullstelle einer nichtlinearen Gleichung
zu ermitteln, so wiinscht man natiirlich, dafl sich die Iterierten xj schnell dem Grenzwert x*
anndhern. Um ein Maf} fiir die Geschwindigkeit eines Iterationsverfahrens zu erhalten, definieren
wir die Konvergenzordnunyg.

Definition 6.4.1 (Konvergenzordnung) Eine konvergente Folge {zy}reny in R™ mit dem
Grenzwert x* hat die Konvergenzordnung p, falls fiir ein kg € N fiir alle k£ > kg die Abschéitzung

[ehsr — a7 < el — 27|

gilt, wobei 0 < ¢ < 1 falls p=1, und 0 < ¢ < oo falls p > 1 ist. "
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Hierbei kann es natiirlich einige Iterationen dauern, bis die Zahl kg sichtbar wird. Im Falle
p = 1 spricht man von linearer Konvergenz. Allgemein nennt man im Fall p > 1 die Konvergenz
superlinear, wobei man von quadratischer Konvergenz spricht, falls p = 2 gilt. Offenbar ist die
Konvergenz um so schneller, je hoher die Konvergenzordnung ist. Als Faustregel gilt, daf sich
die Anzahl der korrekten Dezimalstellen bei jeder Iteration ver—p—facht ab kg. Dieses Verhalten
wollen wir uns konkret anschauen im folgenden Beispiel. Insbesondere stellen wir den Unterschied
zwischen linearer und quadratischer Konvergenz zahlenméflig dar.

Beispiel 6.4.2 Seien ||zg — 2*|| = 0.2 und ey, := ||z — «*||. Die folgende Tabelle gibt absolute
Fehler fiir lineare und quadratische Konvergenz fiir zwei verschiedene ¢ bei steigendem k an:

el | B r] 2] 3 | 4 | 5 | 6
c=%|p=1]e<]01] 005 | 0025 | 00125 |0.00625 | 0.003125
c=3|p=21e;<|0.12]0.0432 | 0.0056 | 0.000094 | 3e-08 2e-15

Ublicherweise haben Fixpunktiterationen nur lineare Konvergenzordnungen. Will man Verfah-
ren von hoéherer Ordnung fiir skalare Gleichungen konstruieren, kann man wie folgt vorgehen.
Nach dem BANACH’schen Fixpunktsatz ist die Approximationsgiite umso besser, je kleiner die
LipscHiTZ-Konstante L ist. Im Hinblick auf Korollar 6.3.9, in dem L = réneag( |®(&)| war, wird

L besonders klein in U(z*), wenn ®'(z*) = 0 ist. Allgemeiner gilt folgender

Satz 6.4.3 Fiir ® : R — R mit ® € CPTH(U(2*)) und j = 1,...,p — 1 gelte
dU)(2*) =0

sowie

) (2%) £ 0.
Fiir p = 1 sei zusitzlich |®'(z*)| < 1. Dann konvergiert
Tpt1 = P(zk)

lokal (d.h. fiir hinreichend kleines |xg — 2*|) von genau der Ordnung p.

Beweis: Wir betrachten lediglich den Fall p > 1. Fir z, € U := U(z*) gilt mit TAYLOR-
Entwicklung von ® um z*

p _ %\J ¥ 1)
_ ol (k=2 oy ey o @ = 2D
Tpe1 = P(zp) = O )+;j!‘1’ P(x*) + Wq’ P(Ek)
_ p*)P
= 2"+ MQ(”)(@"*) +...,
p!
wobei die ... fiir das Restglied stehen. Dies zieht
|xk+1 — x*‘ ’CI)(P) (:L‘*)‘ \xk - :L'*| |(I)(p+1)(€k:)| (6_4.4)

lzg —x*P = p! (p+ 1!
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P(p) (z*)
p!

geniigend klein, so daB U ¢ U und ce?~! < % gelten. Falls nun 2, € U ist, folgt mit (6.4.4):

nach sich. Setze nun ¢ := . L4+ (pil)! I;lea(}{ 1P ()| und U := [z* —e, 2" +e] mit 0 < & < 1

_ (») _
[Tt — 27| < |27 (a")| n |k ﬁ']@”’*“(&)\ <e
|z, — 2*|P p! (p+1)!
Also gilt
[Zpp1 — 2| < clap — 2P = clzy — 2Py — 2
< e o — 2t

1
< Slan =] (6.4.5)

Wiihle nun z¢ € U. Dann ist wegen (6.4.5) x, € U fiir alle k und lim zj = z*. Also haben wir

k—o0

die lokale Konvergenz bereits gezeigt. (6.4.5) besagt aber auch

|[Thgr — 27| < clag — 2"
fiir alle k, was bedeutet, dafl die Konvergenz von der Ordnung p ist. "
Bevor wir den Abschnitt schlieen, wollen wir noch ein paar Konvergenzbegriffe diskutieren.
Konvergiert xp11 = ®(xy) fiir alle £ = 0,1,2,... nur fiir Startwerte zo € U(z*), so heifit das
Verfahren lokal konvergent. Konvergiert das Verfahren aber fiir alle x¢p aus dem Definitions-

bereich von @, so heifit die Konvergenz global. Im allgemeinen sind Verfahren aufgrund der
Problemabhéngigkeit aber nur lokal konvergent.

6.5 Iterationsmethoden fiir eine skalare Gleichung

Es sei f: R — R stetig differenzierbar. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Ldsen
des zugehorigen Nullstellenproblems f(z*) = 0.

6.5.1 Bisektionsverfahren

Das Bisektions— oder Einschlieffungsverfahren ist eine vom Prinzip her einfache und robuste
Methode zur Losung der vorgelegten Aufgabe. Es funktioniert nach der folgenden Idee: gilt fiir
ag < by, daB f(ag)f(by) < 0 ist, so gilt nach dem Zwischenwertsatz, dafl es eine Nullstelle in
[ao, bo] gibt. Setze nun zq := % (ag + bo), und berechne f(zo). Wéhle danach ein neues Intervall
[a1,b1] := [ag, xo] oder [a1,b1] := [zg, bo] so, daB f(a1)f(b1) < 0 gilt.

Hiermit haben wir schon einen

Algorithmus 6.5.1 Fiir £ =0,1,2,... berech-

ne
1
wy, 1= 5 (ar + by)
f () 1
Setze dann
_ _ bo bp = b1
akr1 = g, bryr1 = xg, falls f(ag)f(zr) <0 7 7
ap+1 = Xk, bg+1 = by, sonst. ag ay = a;\[\l
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Zur Konvergenzgeschwindigkeit schéitzen wir ab

1 k+1
|x* — x| < <2> |bo — ao].

Also ist die Konvergenz linear. Als Fazit konnen wir also festhalten: Das Bisektionsverfahren ist
robust, aber dafiir auch relativ langsam.

6.5.2 Das NEwTON—Verfahren

Angenommen, es sei f € C?(U(z*)). Wir wollen ein Fixpunktverfahren von quadratischer Ord-
nung entwickeln. Nach Satz 6.4.3 gilt im Falle ®'(2*) = 0, dal p = 2 sein muf. Damit setzen wir
an

was
impliziert. Das bedeutet

ist dquivalent zu
1

g(x%) = )
Falls also f(2*) =0 und f’(z*) # 0 ist, so kénnen wir iterieren
Tyl = Tk — flze)
f'(@)
fir k =0,1,2,.... Dieses Verfahren heiit NEWTON—Verfahren und konvergiert lokal quadratisch.
Hierzu bemerken wir, dafl dieses Verfahren nicht mehr lokal quadratisch konvergiert, wenn f in

xz* eine mehrfache Nullstelle hat. Um hier trotzdem die gewiinschte Konvergenz zu erreichen,
mufl man das Verfahren modifizieren zu

(6.5.2)

f(zg)

T+l = Tp — M
f(zy)’

Tk
wobei m die entsprechende Vielfachheit der Nullstelle in x* ist. Hierbei mufl man natiirlich
beachten, dafl die Nullstellen von ® und f eine unterschiedliche Bedeutung haben.

Wir kommen zur geometrischen Interpretation des NEWTON—Verfahrens. Es sei x eine bekannte
Nidherung an z*. Dann liefert die TAYLOR-Entwicklung

2
x — )
Fla) = Flaw) + (o - ) f ) + E gy, (653)
Hierbei ist T(x) := f(zk) + (& — zx) f/(xf) die
Tangente von f an x. Diese ist in einer klei- T(z)
nen Umgebung von zj eine gute Néherung von
f. Dementsprechend ist die Nullstelle von T ei- f

ne gute Ndherung an z*, und die Nullstelle von
T (zk41) liefert

f(zk)

TR =R T

Ty Tpp1 T

Zur Konvergenz beweisen wir noch folgenden
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Satz 6.5.4 Sei f € C?(U(x*)) mit f(z*) = 0 und f’(x*) # 0. Dann gilt fiir 2, € U(2*) und das
NEwTON-Verfahren aus (6.5.3)

o L&) 2
e g )
mit & € U(x™). Also ist die Konvergenz lokal quadratisch.
Beweis: Setze x = * in (6.5.3). Dann gilt
* 2
0= fa") = flag) + (o — 2 o) + T e,

was dquivalent ist zu

 f(ak) (z* — ) f" (&)
f'(@r) 2 fla)’

woraus die Behauptung mit & € U(z*) und der Definition von x4 aus (6.5.1) unmittelbar

+xp—a" =

folgt. "

6.5.3 NEeEwTON—idhnliche Verfahren

Oftmals ist die Berechnung von f’ aufwendig, insbesondere dann, wenn f nicht explizit gegeben
ist. Deshalb werden wir im folgenden Verfahren betrachten, die ohne die explizite Berechnung von
/! auskommen. Ein Beispiel hierfiir haben wir mit dem Bisektionsverfahren in 6.5.1 bereits ken-
nengelernt. Dieses war sehr robust, aber leider auch sehr langsam. Als erstes diskutieren wir das
Sekantenverfahren. Hierbei ersetzt man f' durch die Sekante durch die Punkte (zj_1, f(2r—1))
und (xg, f(xr)), indem man S(x) definiert durch

fog) +

T — Tk—-1 T — Tk—1

T — X

S(z) = f(xr-1),

und die neue Ndherung xg; durch
S(xp41) =0
d.h.
wp_1f(xy) — opf(zh-1)

TR T () — Fak)

T — Tg—1
“%‘f@“<f@w—f@mn> (6.5.5)

bestimmt. Dieses Verfahren konvergiert lokal etwa von der Ordnung

p~ 1.6.

Geometrisch bedeutet dies, dafl man die Sekante
durch die jeweiligen Punkte P, und Py an der
Stelle S = 0 auswertet, und dann f(S = 0) als
neuen Punkt Pyys nimmt, um die Sekante durch
Piy1 und Py 9 zu berechnen, usw.. Als wichtig-
ste Eigenschaften des Sekantenverfahrens halten
wir die schnellere Konvergenz im Vergleich zum
Bisektionsverfahren fest. Trotzdem ist es lang- ' ' !

samer als das NEWTON-Verfahren und benétigt xo 21 3 L2
aulerdem zwei Startwerte. Dafiir kommt es aber
ohne Ableitungen aus, und pro Schritt mufl man
nur eine Funktionsauswertung machen.
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Eine weitere, bisher noch nicht in Betracht gezogene Moglichkeit ist die Kombination aus
Bisektions— und Sekantenverfahren, die sogenannte Regula falsi. Wie bei der Bisektion macht
man hier die Annahme, dafi zwei Werte ag, by existieren mit der Eigenschaft

f(ao) f(bo) <O.

Bei der Bisektion wurden neue Werte in der Mitte des Intervalls durch xy = %(ao +bo) bestimmt,
und dann f(x) berechnet. Hier bestimmt man den neuen Wert xy durch die Sekante durch ag, by

als
2o — aof(bo) — bof(ao)
f(bo) = f(ao)
Danach wéhlt man das neue Intervall als [aj,b1] = [ag,zo] oder [a1,b1] = [x0,bo] so, daB
f(a1)f(b1) <0 gilt. Der zugehorige Algorithmus lautet wie folgt:

Algorithmus 6.5.6 Gegeben seien ag, bp mit f(ag)f(by) < 0. Fiir k =0,1,2,... berechne

o ayf(bx) — br.f(ag)
g f(ok) — f(ax)

sowie
f(@g).
Falls f(zk)f(ar) < 0 setze
ag+1 = A,  bpi1 = g

Sonst setze
g1 = T, by1 = b.

Hieraus ergibt sich, da§ die Nullstelle z* fiir alle k in (ay, b) liegt und ay — z* oder by — z*
fir k — oo geht. Da z* € (ag, by), ist diese Methode sehr zuverlissig, und die Konvergenz ist
im allgemeinen schneller als bei Bisektion, hat aber dieselbe Konvergenzordnung p = 1. Die
zugehorige Geometrie zeigt die folgende Skizze:

Zusammenfassend noch folgende Hinweise:

e Hiufig benutzt man zunéchst ein robu-
stes Verfahren wie Bisektion und da-
nach zur Beschleunigung das NEWTON—
Verfahren.

e Mit der Problemstellung ist meist ein f ag a1 d
vorgegeben, fiir das das Problem f(x) = | | |
0 zu 16sen ist. Ein Losungsansatz ist eine bo = b1 = b2
Fizpunktiteration mit geeignet konstru-
ierter Iterationsfunktion ®. Diese Metho-
de hat im allgemeinen die Konvergenz-
ordnung 1.

e Zur Beschleunigung versucht man generell Verfahren hoherer Ordnung zu konstruieren,
z.B. das NEwWTON—Verfahren. Diese sind im allgemeinen aber nur lokal konvergent, d.h.
der Erfolg der Iteration héngt wesentlich von der Wahl eines geeigneten Startwertes ab.

e Bisektion und Regula falsi sind sehr zuverldssige Verfahren.
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e Das Sekantenverfahren ist eine effiziente Variante des NEwTON—Verfahrens, in der die
Berechnung von f’ vermieden wird.

e Zur Nullstellenberechnung von Polynomen sollte man das HORNER—Schema verwenden.

6.6 Das NEwTON—Verfahren fiir Systeme

Nun diskutieren wir das NEWTON—Verfahren zur Losung von f(z) = 0, wobei f : R™ — R" mit
n > 1 zweimal stetig differenzierbar sei, f(x) also die Form

j}(xl,...,xn)
f(z) = :
fo(x1, .o xn)
hat.

6.6.1 Herleitung und Grundlagen

In diesem Kapitel bezeichnen wir den k-ten Iterationsvektor mit

o

=1 | eRrR™

@,
In Gleichung (6.5.3) haben wir die TAYLOR-Entwicklung fiir eine skalare Gleichung betrachtet.
Fiir eine Komponente f; : R” — R kann man dies auch schreiben als

i) = fat) + D (s = o) 3 a) + O = ).
j=1

Bezeichnet man die JACOBI-Matrix von f mit

0f1(x) 0f1(x)
o1 te OTn
Df(z)=| S
ox1 e Oy

dann l&8t sich dies mit TAYLOR-Entwicklung zusammenfassen als

f(@) = F(@*) + Df(*) (@ — o¥) + O(lx — 2*]3). (6.6.1)

k+1

Approximiert man nun die Nullstelle von f durch die Nullstelle """ der linearen Approximation

von f in 2¥, also das 1. TAYLOR-Polynom durch
0= f(a*) + Df (") (" - ab),
dann folgt im falle det D f(x¥) # 0
2 = 2k — (D f(F) 7L (). (6.6.2)

Dies ist das vektorwertige Analogon zu (6.5.3). Numerisch wird (D f(z*))~! nie explizit berech-
net. Der Ausdruck (D f(z*))~!f(2*) steht fiir die Losung s* eines linearen Gleichungssystems

Df(a")s* = —f(a"),

k+1

was man aus (6.6.2) mittels s* = z¥+1 — ¥ herleitet. Der Algorithmus fiir unseren Fall lautet
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Algorithmus 6.6.3 (NEwWTON—Verfahren fiir Systeme) Fiir k = 0,1,2,... berechne f(z¥)
und D f(z*). Lose fiir s* das lineare Gleichungssystem

Df(x*)s* = — f(aF) (6.6.4)
und setze
gt = gk 4 gk, (6.6.5)

Den letzten Schritt (6.6.5) bezeichnet man auch als NEwTON-Korrektur. Je nach Struktur
von f verwendet man zur Losung von (6.6.4) ein QR— oder iteratives—Verfahren. Zur Wahl
des Startwerts und der Anzahl der Iterationen kommen wir spiter. Wir werden nun nochmals
Beispiel 6.3.10 vertiefen:

Beispiel 6.6.6 Man 16se die System

fi(z1,22) = 6x1 —coszy — 229 =0
fo(zi,22) = 8xo — xlx% —sinz; = 0.
Hierzu berechnen wir

Df(x)z( 62—|—sin:c1 -2 >

—x5 —cosx] 8 —2x1%2

0

Wihle nun als Startwert 29 = < 0

) . Dann gilt

ra) = (7)) md Dra)

Nun 16sen wir das System

Il
N
=N
—_

|
© o
N——

Als dessen Losung erhalten wir s = % (?) und damit z! = 20 + 50 = % (f) usw. "

Man erwartet wie im skalaren Fall (lokal) quadratische Konvergenz. Dies erfordert eine Reihe von
Voraussetzungen, die in der Praxis nur sehr schwer zu {iberpriifen sind. Zur Veranschaulichung
des Typs von Voraussetzungen bringen wir hier eine einfache Variante eines Konvergenzsatzes.
Dazu benétigen wir die Definition einer konveren Menge 2 in R™. Eine Menge 2 € R" heifit
konvex, wenn fiir alle z,y € 0 auch

[,y ={tr+(1—-t)y:0<t <1} CQ

ist. Diesen und weitere Sétze zur Konvergenz findet man in [S].

Satz 6.6.7 Sei Q € R” offen und konvex. Fiir ein 2° € Q gebe es Konstanten r, «, 3,7, h > 0
mit

B.(z%) = {zeR":|z -2 <r}CQ (6.6.8)
b= O‘Tﬁ'y <1 (6.6.9)
a

Weiter sei die Funktion f :  — R" stetig differenzierbar fiir alle x € 2 und habe die Eigen-
schaften
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(a) Die JAcoBI-Matrix D f(x) ist LIPSCHITZstetig mit v, also

IDf(x) = Df(y)l <7l -yl
fiir alle z,y € Q.

(b) (Df(z))~"! existiert und erfiillt

fiir alle z € Q.

(c) Es gilt

Dann gilt:
(A) Ausgehend von 20 ist jedes z**1, definiert durch (6.6.2),
= b - (D)7 ),
fiir alle k = 0, 1,2, ... wohldefiniert, und 2* € B, (2%) fiir alle k > 0.

(B)

lim 2% = 2*
k—o0
existiert und z* € B,(zo) und f(z*) = 0.
(C) Fiir alle k > 0 gilt die Fehlerabschitzung
s 2k—1
2" — ¥ < T
Wegen 0 < h < 1 ist das NEwWTON—Verfahren also mindestens quadratisch konvergent. L]

Bemerkung 6.6.11 (i) Falls Q beschrinkt und f € C2(Q,R") ist, dann ist D f LIPSCHITZ-
stetig, d.h. (a) gilt fiir ein .

(ii) Die Parameter $ und v sind durch das Problem gegeben. Damit also (6.6.8) gilt, muf
demnach « geniigend klein sein. Wegen (c) beeinfluBt dies die Wahl des Startwertes 2°,
d.h. 2° muf schon nahe genug an z* liegen, denn dann ist || f(2°)]| klein.

Bevor wir zum Beweis von Satz 6.6.7 kommen, brauchen wir noch folgendes

Lemma 6.6.12 Sei Q2 C R" konvex. Fiir alle x € Q existiere D f(z), und es gebe eine Konstante
0 < v < oo mit
IDf(x) = Dfy)ll < vllz -yl (6.6.13)

fiir alle z,y € Q. Dann gilt

1f (@) = f(y) = Df )z =)l < %le —yl*. (6.6.14)
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Beweis: Definiere fiir beliebige x,y €  die Funktion ¢ : [0,1] — R™ durch
O(t) == fly +t(z —y)).
Da f auf Q differenzierbar ist, ist auch ® auf [0, 1] differenzierbar mit Ableitung
() = Df(y + tx —y)(z —y)-
Fiir jedes t € [0, 1] folgt daher

19'(t) =" (0) = [(Df(y+t=z—y)—Df)(z -yl
< [[IDfly+tz—y) = DI -l =yl

Aufgrund von Voraussetzung (6.6.13) kénnen wir dies nach oben durch
Yy +t@ =) =yl - o = yll = ytllz — yl? (6.6.15)
abschétzen. Nach Definition von ® gilt nun
f@) = fly) = Df(y)(z —y) = @(1)—2(0) - 2'(0)
= /01 ' (t)dt — ®'(0)

- / 1(<I>’(t) — @(0))dt.
0

Nun gilt mit (6.6.15)

1

1f(z) = fly) = Df )z —y)| < ; |2'(t) — @'(0)|dt

1
< eyl [ war
0
= Zllz—yl?

Beweis von Satz 6.6.7: Wir starten mit (A) und fiithren eine vollstdndige Induktion nach k
durch. Nach Voraussetzung (b) existiert (D f(x))~! fiir alle z € 2. Daher ist die Gleichung

"t = o — (D f(x) " f(aF),

die wir bereits in (6.6.2) hergleitet haben wohldefiniert. Wir miissen noch zeigen, da8 z* € B,.(z)
fiir alle k gilt. Fiir k = 0 ist dies bereits per definitionem so. Sei k£ = 1. Dann gilt:

ot = 2% — (Df(")) 7 f(2%) & 2t —a® = (Df(2”) 7 f ().
Hieraus folgt
lz' = 2°ll = [(Df (")~ f @) < o (6.6.16)
nach Voraussetzung (c). Weiter gilt unter Ausnutzung von (6.6.8)

1

|E3 —x0|| <.

Also ist ' € B,(29). Sei nun 27 € B,(2°) fiir alle j = 0,1,...,k, mit & > 1. Wir miissen zeigen,
daB auch z%*! € B,(20) ist. Mit (6.6.2) kénnen wir abschitzen

2" — 2*| = [(Df ()T F @M< IDF M) - 11 )]
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Nach Voraussetzung (b) gilt aber
lz* 1 —2*|| < Bl ()] (%)

¥ in (6.6.2) dquivalent zu

Weiter ist die Definition von x
Df(aF1)(z% — 2F1) 4+ f(zF1) = 0,
was eingesetzt in (x) und nach Lemma 6.6.12
"+t — ¥ < B f(2*) = f(@*) = D) (@* — 2| < B%vak —a" Y2 (6.6.17)
ergibt. Mit Gleichung (6.6.17) zeigen wir durch vollsténdige Induktion, daf
2" ! — 2F|| < ah? 1 (6.6.18)

ist. Der Induktionsanfang k& = 0 ist klar mit (6.6.19). Zum Induktionsschritt von k& — k + 1
schétzen wir ab:

2t = ok < ATk gk
< /32770[2(}12’“_171)2
= %aa(hTtQ) = ah2k*1,

woraus (6.6.18) folgt. Aus dieser Gleichung folgt nun aber

=+t — 2 2t = 2®[| + (|2 = 2" 4+ et -2

ah2 PR e R R+ h+ 1)
< Oé;h —ﬂ—r.

Also ist 2%*! € B,.(2°). Weiter mit (B): Aus der Abschiitzung (6.6.18) folgt, daBl {z¥} ey, eine
CAucHy—Folge ist, denn fiir m > n gilt

x

IN A

||$m+1 _ an < me+1 _ :EmH I ||xn+1 _ $nH
< aBT HRTT L)
= ah T A4+ (A7) 4.

Unter Ausnutzung der geometrischen Reihe erhalten wir

ahQ"—l

Hmerl _ an < w <

€ (6.6.19)

fiir geniigend grofies n > N(e), da h < 1 ist. Daher existiert der Grenzwert

lim z¥ = 2%, (6.6.20)

k—o0

und z* € B,.(20), da nach (A) alle 2* € B,.(2°) sind. Den zweiten Teil von (B) ziehen wir gleich
nach. Wir schieben hier kurz den Beweis von Behauptung (C) ein: Aus (6.6.19) folgt namlich
auch

lim meﬂ —z"|| = |lz* — 2" <
m—00
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was die Fehlerabschéitzung (C) impliziert. Weiter mit (B): Wir miissen noch zeigen, daf§ der

Grenzwert z* in (6.6.20) Nullstelle von f in B,.(29) ist. Wegen Voraussetzung (a) gilt fiir alle
k 0

xz* € By(z"):

IDf(@*) = Df(°)] < Alla* =20 < yr,
und daher ist
IDfE) < (IDf@*) = D)+ [Df ()] <57 + | Df(2°)]
< 3+ | Df (@) = K
Aus (6.6.2) folgt nun
1F @) < IDFER)] - (|2 =P < K2 — 2.
Also gilt

IA

k
|

Jim £ (™)) K lim [|zF* — 2
—00 k—o0

< K lim ah®1 = 0,
k—o00

und, da f an z* € Q stetig ist, auch
Jim £ @) = [1£ ()] = o,
—00
also f(z*) = 0, was bedeutet, dafl x* Nullstelle von f ist, und den Beweis beendet. "

Unter #hnlichen Voraussetzungen kann man auch die Einzigkeit von z* in B,(z?) zeigen. Dies
geschieht fiir das NEwTON—Verfahren in BANACH-R&umen in folgendem Satz von NEWTON—
KANTOROVICH von 1948: Es gelten die Voraussetzungen (a), (c¢) aus Satz 6.6.7 und anstelle von
(b) gelte

(b) [(Df(=)) 7 < B.
Da das nur fiir den Startwert gilt, ist diese Aussage schwicher. Definiere h := a6y und

1++v1—-2h
7”1/2 = 7}@ .
Falls h < $ und B, (2°) C ©, gilt: Die Folge {2"}en, definiert durch (6.6.2) bleibt in B, (2°)
und konvergiert gegen die einzige Nullstelle von f in QN B,.,(z°). Einen Beweis hierzu findet
man z.B. in [OR], Theorem 12.6.2, p. 421.

6.6.2 Hinweise zur praktischen Durchfiihrung des NEwWTON—Verfahrens

Oft ist es in der Praxis sehr aufwendig, fiir jede Iterierte k& die Ableitung Df(2*) zu berech-
nen. Wenn sich diese Matrix im Laufe der Iteration nur wenig veréndert, kann man folgenden
Algorithmus anwenden:

Algorithmus 6.6.21 (Vereinfachtes NEWTON—Verfahren) Berechne Df(2?) =: A. Fiir
k=0,1,2,... 16se fiir s*:
AsP = — (), (6.6.22)

und setze dann

Dies hat allerdings den entscheidenden Nachteil, dafl man die quadratische Konvergenz verliert.
Daher verwendet man in der Praxis eine Mischform, indem man etwa alle drei bis fiinf Schritte die
Matrix A erneuert. Dies ist vor allem bei schwachen Nichtlinearitéiten ein geeignetes Verfahren.
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Auswertung der JAcOBI-Matrix

Oft sind die Eintrdge von Df nicht oder nur mit groflem Aufwand geschlossen berechenbar.
In solchen Fillen wendet man eine numerische Differentiation an, was bedeutet, dafl man die
Ableitungen durch Differenzenquotienten ersetzt, also

ofi , . _ filx +he) — fi(x)
al'j (LE) - h

Hierbei héngt die fiir A anzusetzende Grole vom Problem ab. Bei zu grofler Wahl von h, ist die
Approximation von D f zu ungenau, was eine langsame Konvergenz zur Folge hat. Wahlt man
h zu klein, so besteht die Gefahr von Ausléschungen.

Wahl des Startwertes

Hierbei sollte man zur Hauptsache Hintergrundinformationen verwenden. Ist dies nicht mdglich,
so wendet man das Homotopieverfahren an, bei dem man versucht, anstelle von f(z) = 0 die
Gleichung f(x,\) = 0 zu l6sen, in der A fiir einen Parameter steht, und das Problem dadurch,
etwa fiir A = 1, auf ein lineares zuriickgefiihrt wird. Diese Losung wendet man dann als Startwert
fiir kompliziertere Probleme. Ofters findet man auch in der urspriinglichen Gleichung bereits
Parameter, die als solche Homotopieparameter verwendet werden kénnen. Dieses Vorgehen hat
allerdings den Nachteil, dafl es theoretisch nicht abgesichert ist. Eine Idee, um hier Abhilfe
zu schaffen, ist, einen Algorithmus zu finden, der sein Konvergenzverhalten selbst beeinflufit.
Dies geschieht mit folgendem Grundgedanken: Der Korrekturschritt s* = —(Df(x))™' f(2") des
klassischen NEWTON—Verfahrens liefert die Richtung, in der f abnimmt. Oft ist es giinstiger,
nur einen Teil des Schritts in diese Richtung zu gehen. Man setze etwa

P = ok s (6.6.23)

mit passendem p € (0, 1]. Dies a8t sich als eine Art Dampfung interpretieren. Graphisch kénnte
das etwa so aussehen:

Dies wirft natiirlich die Frage nach der Wahl von p auf. Unser Ziel ist es, f(z) = 0 als Ma$ fiir
die Abweichung von ||f(z*)|| mit einer geeigneten Norm || - || zu betrachten. Daher versuchen
wir, p in jedem Schritt so zu wahlen, dafl

17 @ > Df @O > I @) > . (6.6.24)
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gilt. Zusitzlich ist zu beachten, da§ die Losung z* von f(x) = 0 auch Losung von Bf(z) = 0
fiir jedes nichtsingulire B € R™ " ist. Dies l&ft sich als eine Art Umskalierung interpretie-
ren, denn die NEWTON-Iteration ist unabhéngig von B. Dies macht man sich etwa durch den
Monotonietest

[(Df () @)l < (DfF) 7 ()] (6.6.25)

klar. Denn wenn man in (6.6.25) anstelle von f die umskalierte Funktion B f verwendet, kiirzt
sich diese durch die Bildung der Inversen wieder heraus. Weiter ist zu bemerken, dafl die rechte
Seite in (6.6.25) in der NEWTON-Iteration bereits vorhanden ist. Die linke Seite erfordert noch
die Losung von

Df(a*yk = f(z*).

Dies ist nicht zu viel zusétzlicher Aufwand, wenn man die QR oder LR-Zerlegung von D f(z¥)
bereits kennt. Eine geeignete Norm fiir || - || ist

£ @D = 1D F )~ F ) o (6.6.26)

Damit haben wir
Algorithmus 6.6.27 (Gedampftes NEwWTON—Verfahren) Setze k = 0.

1.) berechne s = s* iiber (6.6.4) Df(2*)s* = —f(2*) und setze u = 1.

2.) Dampfungsschritt: setze = x*¥ 4+ us® und priife, ob

If ()l < (1 - %)Illf(wk)m- (6.6.28)

Falls ja, setze

s G R

und gehe zu 3.).
sonst ersetze p durch 4. Falls noch p > 2710 gehe zum Anfang von 2.), sonst Abbruch.

3.) neuer Iterationsschritt: Ist k& > vorgegebene Schrittzahl oder || f(z*T1)|| < tol, Ende, sonst
setze k = k + 1 und gehe zu 1.) zuriick.

Zum Ende noch folgende Bemerkungen

a) Dieses Verfahren enthélt zwei ineinander geschachtelte Schleifen, eine duflere iiber k wie
beim klassischen NEWTON—Verfahren, und eine innere iiber p =1, %, i, .... Bei der Imple-
mentierung ist es daher wichtig, beide Schleifen zu begrenzen.

b) Es reicht wegen der Rundungsfehler nicht, statt (6.6.28) nur

7 (2" + s < I1F "))

zu testen.
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In Kapitel 4 haben wir in Gleichung (4.1.4) versucht, eine Modellbeschreibung

b(t) = o(t,x1,...,2)

aus den Daten (¢;,b;) fiir i = 1,..., m zuriickzugewinnen. Dabei galt iiblicherweise m > n und
bi ~ b(t;). Eine Losungsmethode hierbei war die GAUSS’sche Fehlerquadratmethode, bei der
man nach (4.1.5) die Werte z; so bestimmte, daf§ galt

m

Z(bi — o(ti,x1,...,2,))? = min.

i=1

In Kapitel 4 hing die Modellfunktion ¢ stets linear von den x; ab, womit wir diese Abhéngigkeit
auch als

n
@(Q,$1P..,$n):: E ;5T
Jj=1

schreiben konnten. Damit war die Lésung durch

min || Az — b||3
TERM

mit b € R"™ gegeben.

Jetzt wollen wir Probleme betrachten, in denen ¢ nicht linear von den x; abhéngt. Dies wirft
natiirlich die Frage auf, ob und wenn ja, wie sich ein solches Problem modellieren 1a8t. Mit
F(x) = F(z1,...,2,) und Fj(z1,...,2y,) := by — p(ti, z1,...,zy,) 148t sich das Problem (4.1.5)
in unseren Fall als

1F ()| = min (7.1)

schreiben. Nun stellen wir uns folgende Aufgabe: Seien F' € C?(€2,R™) und Q C R" offen. Setze
F(z) := f(z) — b, wobei f € C*(Q,R™) und b € R™ seien. Finde z* € Q mit der Eigenschaft

1F'(@")ll2 = inf [|F'(2)]|2. (7.2)

Zur Losung wenden wir die Strategie Riickfithrung auf lineare Ausgleichsprobleme an. Sei dazu

z¥ eine ,gute“ Startniherung. Die TAYLOR-Entwicklung von F um z* liefert

F(z) = F(z*) + Df(2%)(x — 2¥).

Ersetze nun F in Gleichung (7.2) durch eine lineare Approximation. Finde dazu ein s* € R™, so
daf
[P (") + Df (2*)s"||2 = min IF(2") + D f (")l (7.3)

gilt und setze
ot = gk 6k, (7.4)

Hiermit haben wir bereits
Algorithmus 7.5 (GAUSS-NEWTON—Verfahren) 1.) Wihle Startwert 20 und Toleranz ¢.

2.) Fiirk=0,1,2,...
berechne f(z*), D f(z*) und

2(Df(") TF(E") = grad (F(2)"F(x))],_,.
= grad (||F ()|3)] ,_»-
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3.) Ist ||2(Df(z*)TF(2F)| < e, stop.
4.) Lose lineares Ausgleichsproblem (7.3).

5.) Setze z*+1 = ¥ 4+ s und gehe zu 2.) zuriick.

Zu diesem Algorithmus sei noch angemerkt:

e Das Abbruchkriterium in Schritt 3.) bedeutet, dal man ein lokales Minimum gefunden
haben konnte. Dieser kritische Punkt kénnte aber trotzdem auch nur ein Sattelpunkt sein.

e Diampfungsstrategien kénnen wie in Algorithmus 6.6.27 verwendet werden.
e Konvergenzsitze fiir dieses Verfahren sind aus Satz 6.6.7 ableitbar.

e Ein alternatives Verfahren ist das LEVENBERG-MARQUARDT—Verfahren, welches das Pro-
blem eines weit vom Minimum entfernten Iterationswertes z* aufgreift. Hier ist die Linea-
risierung s* sicherlich nicht mehr akzeptabel. In einem solchen Fall 16st man das Ersatz-

problem
min [|F(«*) + Df(«*)z]
TzER™
unter der Nebenbedingung
[zlla <6,

fiir ein geeignetes ¢. Mittels der LAGRANGE’schen Multiplikatorenregel (Penalty Term)

wird dies mit p > 0 zu

min ||[F(z%) + Df (")zll3 + pllo]3.

Aus der notwendigen Bedingung fiir ein lokales Minimum leiten wir somit die Normalen-
gleichung
(DF(z")T DF (z%) 4 pI)s® = —DF(2*)T F(2*)

ab. Hierbei ergibt sich nun noch das Problem der Anpassung von p an Rangdefekte. Wer
sich fiir weitere Details zum Thema dieses Kapitels interessiert, sei auf die Werke [H] und
[DH] verwiesen.



8 Interpolation mit Polynomen

8.1 Vorbemerkungen
In diesem Kapitel wollen wir Probleme der folgenden Art angehen:

Aufgabe 8.1.1 Gegeben seien Stiitzstellen xg,...,x, € R und Daten fy,..., f, € R. Sei G,
ein (n+ 1)-dimensionaler Raum stetiger Funktionen. Bestimme ein g,, € G, mit der Eigenschaft

gn(zi) = fi (8.1.2)

fir alle i =0,...,n. "

Der entscheidende Unterschied zu Kapitel 4 ist die in (8.1.2) geforderte Gleichheit, was die Inter-
polation von der Approximation trennt. Daher sagt man auch, daf die Funktionswerte in (8.1.2)
interpoliert werden. Ein Verfahren hierzu, welches wir auch im folgenden diskutieren werden, ist
etwa die LAGRANGE-Interpolation. Wird diese Interpolation mittels Polynomen durchgefiihrt,
ist also G, € Py, so nennt man dies auch Polynominterpolation. Die Existenz und Eindeutigkeit
der g, ist nicht von vornherein klar. Wir werden deshalb im folgenden derartige Sétze beweisen.
Interpolationen wurden frither benutzt, um etwa Tafelwerte von Logarithmustafeln zu interpo-
lieren. Dies geschah oftmals mit einer linearen Interpolation, um Zwischenwerte zwischen den
Stiitzstellen zu bestimmen. Heute kommen Interpolationen etwa im Computer Aided Geometric
Design (CAGD) zur Visualisierung grofier Datensétze zur Anwendung, so z.B. beim Entwurf von
Karrosserieteilen. Hierbei verwendet man allerdings stiickweise Polynome, sogenannte Splines,
die wir in Kapitel 9 besprechen. Um diese aber bilden zu kénnen, benttigt man Aussagen iiber
Polynominterpolation. Weiter ist die Polynominterpolation oft hilfreich bei der Konstruktion
numerischer Verfahren fiir Integration und partielle Differentialgleichungen. Die in 8.1.1 gestell-
te Aufgabe muf} nicht nur auf Funktionswerte beschrankt sein. Es konnen ebenfalls Ableitungen
als Stiitzwerte vorgeschrieben werden. Hier verwendet man dann die HERMITE-Interpolation.

8.2 LAGRANGE- und HERMITE-Interpolationsaufgabe

Funktionswerte und Ableitungen sind Beispiele linearer Funktionale auf einem Funktionenraum
F. Es bezeichne
F'={p | p:F—R linear}

die Menge der linearen Funktionale auf F. Mit diesen neuen Begriffen formulieren wir die ein-
gangs gestellte Aufgabe noch einmal neu:

Allgemeines Interpolationsproblem 8.2.1 Es seien die linearen Funktionale pq, . . ., , auf
G, wobei G, ein (n+ 1)-dimensionaler Teilraum eines Funktionenraums F sei, vorgegeben. Zu
f € F finde ein g, € G, sodaf3

pi(f) = pi(gn) (8.2.2)

fir alle i = 0,...,n sei. "

Ein Beispiel haben wir in (8.1.2) mit p;(f) = f(x;) bereits gesehen. Dort wurde eine LAGRANGE—-
Interpolation verlangt. Die Bedingungen fiir eine HERMITE-Interpolation kénnten etwa

po(f) = f(xo);  pa(f) = f'(x0)
pa(f) = f(x1);  ws(f) = f'(x1)

lauten. Nun wollen wir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von 8.2.1 zeigen.
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Satz 8.2.3 Sei{o,..., s} eine Basis von G,,. Aufgabe 8.2.1 besitzt genau dann eine eindeutige
Losung, wenn

Aet(111(97))i j=0.m # 0 (8.2.4)

ist.

n
Beweis: Sei {¢;}j=0,.. n eine Basis von G),. Dann 18t sich jedes g, € Gy, als g, = > oj¢;

7=0
darstellen. Damit lautet Aufgabe 8.2.1 dann
n n
pi(f) = m()_eges) = ajmi(e;)
j=0 j=0
fir ¢ =0,...,n, was dquivalent ist zu
Aa = b,

wobei A;; = pi(pj) und b = p;(f) sind. Dieses System besitzt genau dann eine eindeutige
Losung, wenn det A # 0 ist. "

Man beachte, dafl das Interpolationsproblem 8.2.1 natiirlich nur dann eine eindeutige Losung
haben kann, wenn die Anzahl der Interpolationsbedingungen gleich der Dimension des Raumes
G, also n + 1 ist. Hierzu noch ein

Beispiel 8.2.5 Es sei G, = P, der Raum der Polynome vom Grad n. Wir fiihren fiir die
Stiitzstellen 2o < x1 < ... < @, mit p;(f) = f(x;) eine LAGRANGE-Interpolation durch. Eine

Basis fiir G, sind die Monome {x7,j = 0,...,n}. Nun gilt mit dieser Basis
1 x -+ ag
1 xry - ZC?
1i(@5)ij=0,n = Vo = . . | (8.2.6)
1 Ty - xz

n n
wobei die Matrix V;, VANDERMONDE-Matrix heifit. Da detV,, = [[ [] (z; — ;) # 0 ist fiir

i=0 j=i+1
x; # x; fir alle 4,j = 0,...,n, erfilllen wir mit unseren Voraussetzungen (8.2.4). Also ist das
LAGRANGE-Interpolationspolynom in diesem Fall eindeutig 16sbar. "

Fiir Polynome, also G,, = P, folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra

Satz 8.2.7 (Allgemeine HERMITE-Interpolation fiir Polynome) Es seien die Stiitzstellen
o<z <...<z, und fiir j =0,...,n die linearen Funktionale

1;i(f) = fO () (8.2.8)

mit | = max{r : £; = x;_,} und hinreichend glattem f auf [zg,z,] gegeben. Dann existiert ein
eindeutiges Polynom
P, (x) := P(flzo,...,zn)(x) € Py

mit der Eigenschaft

15 (Pa) = 115 (f) (8.2.9)
fiir alle j =0,...,n.
Man interpretiert die Interpolation von Ableitungen formal durch zusammenfallende Stiitzstel-
len.

Beweis: Die Aussage folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra. "
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8.3 Darstellung des Interpolationspolynoms

In diesem Abschnitt besprechen wir die LAGRANGE-Interpolation mit Polynomen. Seien dazu
o <z < ...< 1z, paarweise verschiedene Stiitzstellen, und fiir ¢ = 0,...,n gelte

wi(f) = f(z:). (8.3.1)

Wir beginnen mit der LAGRANGE-Darstellung:

Lemma 8.3.2 Das (eindeutige) Interpolationspolynom P,(x) := P(f|zo,...,zn) € Py, das

11 (Pn) = Py(zj) = f(x;) (8.3.3)

fir alle j = 0,...,n erfiillt, 1483t sich explizit als
Po(z) = f(x))ljn() (8.3.4)
=0

schreiben, wobei

Lin(z) = f[ LTk (8.3.5)

Tj— Tk
k=0
k#j
fir j =0,...,n die LAGRANGE-Fundamentalpolynome sind.

Beweis: Aufgrund der gewéhlten Darstellung sind die l;, € Py, fiir alle j = 0, ..., n. Weiter gilt
Lin(x;) = 0;;. Daraus folgt

Pu(i) =D faj)ln (@) = f ().
=0

Also 16st P, die Interpolationsaufgabe. Zur Eindeutigkeit: Sei P, eine weitere Losung. Dann ist
Q := P, — P, € P, und hat n + 1 Nullstellen. Ergo ist () = 0. "

Die Darstellung (8.3.4) des Interpolationspolynoms nennt man LAGRANGE-Darstellung. Sie ist

niitzlich fiir viele theoretische Fragen, aber numerisch instabil fiir Stiitzstellen z; ~ x;. AuBlerdem
n
ist sie wegen der Produktbildung [] zu rechenaufwendig. Also ist es ratsam, sich nach weiteren
k=0
Darstellungen fiir Interpolationspolynome umzusehen. Eine sehr natiirlich wirkende Darstellung

von P, ist die beziiglich der monomialen Basis
n .
P(flzo,...,xn)(x) = Z a;x’ (8.3.6)
j=0

mit a; € R. Dies ist die Potenzform-Darstellung. Zur Berechnung der Koeffizienten a; mufl man
das lineare Gleichungssystem

ao (o)
Vi - =
an f(@n)
losen, wobei
1 zo 3 T n
Vo= : und  f(z;) = Z a;;
1z, 22 al J=0
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sind. Da k2(Vi,) = [|[Vall2llV,; 2 fiir groBes n sehr groB werden kann, ist dies fiir numerische
Berechnungen ungeeignet. Auch die Losung des linearen Gleichungssystems kann problematisch
werden, was wir bereits in Kapitel 3 gesehen haben. Ein weiterer Nachteil sowohl der LAGRANGE—
wie auch der Potenzform—Darstellung ist, dafl man bei Hinzunahme einer neuen Stiitzstelle stets
die gesamte Darstellung neu berechnen mufl. Demgegeniiber hat die NEwTON—-Darstellung der
P, eine Art Aufdatierungscharakter. Dazu zunichst folgendes

Lemma 8.3.7 Fiir die LAGRANGE-Interpolationspolynome P,_;(z) = P(f|xo,...,2n—1) €
Ppn—1 und P, = P(f|xo,...,xn) € Py gilt

P,(z) = Pp_1(x) + dpwn(z) (8.3.8)
mit
n—1
wp(z) = H(x — ;) € Py (8.3.9)
i=0
und p
5, 1= 1 En) = Pu1(@n) (8.3.10)
wn ()
|
Hierbei nennt man {w;,i = 0,...,n} die NEWTON-Basis von P,. Salopp gesagt, nimmt man
immer einen Faktor (z —x,_1) hinzu, denn es gilt: wo = 1, w; = x—xp, wo = (z—x0)(z—21), .. ..
n—1
Beweis: Per definitionem sind P,,—; € Pp—1 und w, = [] (x — x;) € Pp,. Damit ist
i=0
Qn(z) := Pp_1(x) + Spwn(z) € Pn.
Wir miissen zeigen, dafl @), an den Stellen zg,...,xz, interpoliert, also Q, = P, ist. Dazu
betrachten wir fiir ¢ = 0,...,n — 1 den Term

@Qn(@i) = Poo1(2:) + nwn (i)
Da wy,(x;) nach Definition hier verschwindet, ist dies dquivalent zu
Qn(r;) = Poo1(zi) = f(24).
Untersuchen wir nun den Fall i = n, so gilt
Qn(wn) = Pon1(n) + onwn(2n) = f(2n).

Da 4, = f@n)=Pn-i(@n) # 0, folgt mit Satz 8.2.7, dal @, das eindeutige LAGRANGE-

wn(xn)
Interpolationspolynom von f an den Stellen zy,...,z, ist, also @, = P(f|zo,...,2n) = Py.

Man beachte, dafl der fithrende Koeffizient d,, in (8.3.8) von f und den z; abhéngt. Daher hat
sich auch die Schreibweise

On = [z0,...,zpn]f oder auch 6, = f[zo,...,Zn] (8.3.11)

eingebiirgert. Eine wiederholte Anwendung der Argumentation aus Lemma 8.3.7 liefert uns die
NEWTON’sche Interpolationsformel

P(f|xo, ..., xn)(x) = Z([xo, ) fwi() (8.3.12)
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oder ausgeschrieben

P(flxo,...,xn)(x) = [xo]f + ([0, 1] flewn (z) + ... + ([z0, - - - s 0] fwn ().

Dies bedingt die Frage nach einer effizienten Berechnung der [z, ..., z,]|f. Dazu brauchen wir
das folgende Lemma, welches auch bei der numerischen Integration eine grofie Rolle spielt:

Lemma 8.3.13 (Lemma von AITKEN) Es gilt

T — T Tp— @
P(flzo,...,zn) = P(flzy,....xn)(z) + ————P(flzo, ..., 2n-1)(2).
Lp — X0 ITn — X0
Die Interpolierende an xq,...,x, ist also eine lineare Interpolation zwischen zwei Interpolati-
onspolynomen auf x1,...,z, und xg,...,Tn_1.

Beweis: Wir setzen x; in die rechte Seite ein, und schauen uns die Terme fiir verschiedene Werte
von ¢ getrennt an. Fiir 0 < ¢ < n gilt:

Ty — X0 T — T
x;_xop(ﬂwly...,xn)(mi) + x:_x;P(ﬂx(),...,xn_l)(xi)
Li — o Ty — T
= o flwi) + T f ()
Ipn — X0 Tn — 0

womit wir die Behauptung fiir 0 < ¢ < n bereits gezeigt haben. Sei ¢ = 0. Dann gilt

o P(flns ) (ao) + R P(flao, ) (a0) = P, 1) (20) = f(ao)

und fiir ¢ = n gilt

Ty — T0 Tp — T
- P(flx1, . zn)(2n) + =—P(flzo, .-, 2n1)(mn) = P(flz1,. .., 70)(T0) = flan).
Tn — Xo In — X0
Also beide Seiten stimmen fiir alle g, . .., x, iiberein und sind eindeutige Interpolationspolyno-
me vom Grad < n, woraus sich die Behauptung ergibt. ]

Zusétzlich gilt

Bemerkung 8.3.14 Fiir paarweise verschiedene x; gilt

[x1,.. . xn]f — [Toy -y Tn—1]f
Ty — T0 '

[Xoy...,zplf =
Hierbei nennt man die linke Seite dividierte Differenzen der Ordnung n von f.

Beweis: Setze die NEWTON-Darstellung (8.3.12) in (8.3.13) ein und fiihre einen Koeffizienten-
vergleich durch. n

Aus Gleichung (8.3.11) wissen wir
(il f = f(@:). (8.3.15)

Damit erhalten wir das folgende Schema zur Berechnung der dividierten Differenzen:
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0 1 2 3
zo | [zolf
N
[CCo,ﬂil]f
/! N
z1 | [z]f [z0, 1, T2 f
N /! N
(21, z2] f (20, 21, 22, 23] f (8.3.16)
/! N /!
xo | [za]f (21, 22, 23] f
N /!
[l‘g,afg]f
/!
z3 | [ws]f

Fiir den Rechenaufwand dieses Verfahrens gilt: Die Anzahl der Divisionen betrégt n+ (n —1) 4+
o+l = %n(n + l)i%Q. Weitere niitzliche Eigenschaften der dividierten Differenzen sind:

Eigenschaften 8.3.17 Fiir die dividierten Differenzen gilt:

(a) [zo,...,zy]f ist unabhingig von der Reihenfolge der x;.

(b) Ist p € Py, so gilt

[0, ..., Zn|p = 0.
(¢) Fir ein z; < 441 aus xg < ... < x, existiert ein £ € (zg, ) mit der Eigenschaft
(n)
[0, ..., zn]f = / '(é),
n!
falls f € C"([a,b]).
(d) Gilt speziell fir zusammenfallende Knoten g = ... =z, so ist
(M) (g
[$07 v 7x0}f = fi('o)>
n!

falls f € C"([a, b]).

(e) Fiir g, h € C™ und eine beliebige Knotenfolge o < ... < z,, gilt die LEIBNIZ—Regel

n

[0, ..., zn](gh) = Z([xo, ooy 2i)g)([Tiy - oy xn)h).

=0

Damit konnen wir durch haufige Auswertung von P, (z) folgendes erreichen: Stelle P, (x) explizit
in NEwWTON-Darstellung auf. Berechne dann die dividierten Differenzen mit dem Rekursionsche-
ma (8.3.16). Zu dessen Auswertung verwende das HORNER-Schema. Damit haben wir folgenden

Algorithmus 8.3.18 Gegeben seien z; und [z;]f fiir i =0,...,n.
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1.) Berechne [zg,...,z;]f fir i =0,...,n mit Schema (8.3.16).

2.) Setze p =4, fir k=n—1,...,0 und berechne

p =0k + (z—zp)p.
Dann ist P,(z) = p.

Bei der Auswertung von P, an nur wenigen einzelnen Stellen stellt man P, nicht expli-

zit auf sondern benutzt das folgende Schema unter Verwendung von Lemma 8.3.13: Setze

Py = P(flxik,...,2) fir 0 < k < i < n. Speziell gilt dann P, ,(z) = P(f|zo,...,2n)(x)

und P, g = P(f|z;)(x) = f(z;). Mit 8.3.13 gilt dann
T — Tk

Pp=———P P () + ———
Ty — Tij—k T — Ti—k

T — T
- Pi_qp—1(x),

was die NEVILLE’sche Interpolationsformel ist. Damit haben wir das Schema von NEVILLE und
AITKEN:

P P P;s
zo | f(zo)
N
P
/! N
z1 | f(z1) P s
N /! N
Py P33 (8.3.19)
/! AN /!
ra | f(x2) P32
N /
P3
/!
r3 | f(x3)

Dies entspricht einem Aufwand von etwa n? Multiplikationen und Divisionen. Seien fiir ein
konkretes Beispiel n = 2,29 = 0,21 = 1 und 2 = 2. Werten wir dies an = = 0.5 aus, so ergibt
sich f(0) =1, f(1) =4 und f(2) = 2.

P P P
0 1
\
2.5
/ \ ”e
1] 4 %
\ /!
5
/
2 2

Fiir die lineare Interpolation, also p € P; benétigt man mit n = 1 2 Stiitzstellen und fiir die
kubische mit p € P3 und n = 3 4 Stiitzstellen.
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8.4 Verfahrensfehler der LAGRANGE—Interpolation

Wir gehen in diesem Abschnitt der Frage nach, wie stark das Interpolationspolynom von der zu
interpolierenden Funktion abweicht.

In nebenstehendem Bild sind durch die Stiitz- f2
stellen g < ... < x, zwel Funktionen f; und fo /\ /\
gelegt. Das Interpolationspolynom erkennt aber f
nicht, von welcher Funktion die Daten kommen.

i) T ) I3
Zur Analyse dieses Problems greifen wir auf die NEwWTON-Darstellung zuriick. Fiir festes x €
[0, x| gilt immer

f(‘r) = P(f’x()v s 7xn)($) € Pn-‘rh

was

f(z) = P(flzo,...,xn)(x) = P(flzo,...,&n,z)(x) — P(flxo,...,20)(T)

= ([x()a"'vxn>$]f)wn+1($)
impliziert. Nun gilt mit 8.3.17(c), dafl
_ )

Eine zentrale Abschitzung liefert der folgende

Satz 8.4.1 Sei f € C"*([xg, z,]). Dann existiert ein & € [xg, 2] mit

(n+1)
@) = Pl ven)(o) = wnn @) ) (3.4.2)
Insbesondere gilt
1
If = P(flzo, s xn)lloo < Hwn+1Hoome("“)Hoo7 (8.4.3)
wobel || flloo = max |f(x)| ist. u

TE|XO,. -y Tn

Schauen wir uns nochmal gesondert die Abschétzung fiir das Restglied (8.4.3) an. Wir bemerken,
n

daBl w41 = [[ (z — ;) von den Stiitzstellen xo, ..., z, abhéngt, nicht jedoch von f. Umgekehrt
j=0

hingt || f(™*1)]||o natiirlich von f, aber nicht von den z; ab. Daher spielt w,,; offensichtlich

eine wichtige Rolle in (8.4.3). Deshalb machen wir zu w41 einige Bemerkungen. Seien dazu die

x; dquidistant, also z; = zo + th mit h = % und n ungerade. Man kann zeigen, daf} fiir ein

T=T=ux9+ %h oderz =7 ==z, — %h in der Nahe des Randes

1 —n+1
4n€
gilt. Ist nun z = %(mo + xy), also Z in der Mitte des Intervalls, so gilt

1 n+1
lwn+1(Z)| =~ <2> ne "L,

|wn+1(T)] =

Fiir grofles n ist
w1 (T)] > |wnt1(T)]-

Das bedeutet, die lokalen Maxima von wy,+1 liegen nahe den Endpunkten. Allgemeiner gilt
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Bemerkung 8.4.4 Fiir andere Wahlen von z; kann das Verhéltnis verschiedener Funktionswer-
te von wy,+1 wesentlich besser sein. Beispielsweise, wenn die x; Nullstellen der TSCHEBYSCHEFF—
Polynome sind.

Die TSCHEBYSCHEFF—Polynome sind eine spezielle Folge von Polynomen T}, exakt vom Grad k,
die beziiglich einem speziellen gewichteten Skalarprodukt auf [—1, 1] orthogonal sind, d.h.

/1 1 0 falls n £ m
—T ()T (z)de =< 7 fallsn =m =0
—1 V1 —a? z fallsm =m # 0

Explizit lautet das k-te Polynom
Tk (x) = cos(k arccos x)
mit z € [—1,1]. Die T}, geniigen weiter der Drei—Term—Rekursionsformel
Ty(x) = 20T 1 (x) — Th—2(x)

fir £ > 2 und mit Tp(x) = 1 sowie T3 (x) = z. W&hlt man als Stiitzstellen fiir die Interpolati-
onsaufgabe auf [—1, 1] die Nullstellen von 73,2, d.h.

2j +1
o -
ZL'] COS 27’L—|—2

fiir j = 0,...,n—1, so wird [|w||s,[—1,1] unter allen (normierten) Polynomen mit reellen Nullstel-
len z; minimal. Einen Beweis dieser Minimax-Eigenschaft fiir die TSCHEBYSCHEFF-Polynome
findet man in [DH], p. 215ff.. Weiter stellen wir fest

Bemerkung 8.4.5 Obige Herleitung gilt auch fiir = ¢ [z¢, z,]. Ersetze in einem solchen Fall
dann [zg, z,,] durch die konveze Hiille

co (g, ..., Tn,T),

also das kleinste Intervall, das alle x; und x enthélt. ]

Prinzipiell kénnte man P auch zur Approximation von f an einer Stelle 2* auflerhalb von [zg, x,]
verwenden. Dieses Verfahren nennt man Extrapolation. Aber auflerhalb von [z, x,] wachsen die
Werte von wy,41(x) sehr schnell an. Zum Schlufl dieses Abschnitts noch

Bemerkung 8.4.6 Obiger Satz 148t sich auch fiir die HERMITE-Interpolation angeben, wenn

n

wnir(z) = [J(& — =)
i=0
und die Ableitungen durch die entsprechenden Vielfachheiten z; = ;1 charakterisiert sind.

Die bisher zur Interpolation vorgestellten Ergebnisse entsprechen dem klassischen Teil der Nu-
merik. Mafigeblich beteiligt an der damaligen Entwicklung waren LAGRANGE und NEWTON.
Hauptséchliche Forschungsbereiche waren damals die Interpolation von Funktionen sowie Or-
thogonalpolynome. Dieses ganze Gebiet gehort heute der numerischen Analysis unter dem Ober-
begrift Approximationstheorie an.

2Man kann zeigen, daB T, in besagtem Intervall genau n einfache Nullstellen hat.
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8.5 Grenzen der Polynominterpolation

Auf den ersten Blick suggeriert Satz 8.4.1, daBl man mit einer Erhohung der Anzahl der Stiitz-
stellen und damit von n, beliebig gute Approximationen an f beziiglich der Norm |||/ erreichen
konnte. Dem ist aber nicht so, wie das folgende Beispiel von RUNGE zeigt. Betrachte die Funktion
flz) = H% € C*°(R). Man kann zeigen, daf fiir d4quidistante Stiitzstellen

104
[Ej:—5+7l

mit ¢ = 0,...,n die Folge von Interpolationspolynomen

P,(z) = P(flzo,...,xn)(x)

auf [—5, 5] divergiert. Insbesondere an den Intervallgrenzen treten immer stéirkere Oszillationen
auf.

Eine geeignete Alternative zur besseren Interpolation und Approximation sind Splines, die wir
im folgenden Kapitel diskutieren wollen. Diese Theorie beruht sehr stark auf dem Approzima-
tionssatz von WEIERSTRASS. Dieser besagt, daf} sich jede Funktion f € C°([0, 1]) beliebig genau
durch Polynome geniigend hohen Grades approximieren a8t beziiglich der Norm || - ||oo-



9 Splinefunktionen

9.1 Historische Vorbemerkungen

Der Begriff Spline heifit wortlich {ibersetzt diinne Holzlatte. Die fiir die Numerik wichtige Idee
wurde bereits im 18. Jahrhundert im Schiffsbau verwendet. Man zwang Spline durch bestimmte
Knotenpunkte. Dadurch stellte sich fiir Rumpflinien von Schiffen eine giinstige Kurve ein, d.h.
die Holzlatte nimmt eine Lage ein, bei der die mittlere quadratische Kriimmung

b S
/ B O B
a (L+8'(2)?)32
minimal wird. Unter Vernachlidssigung des Nenners miissen wir eine interpolierende Funktion
finden, fiir die

S(:L‘l) = fl (9.1.1)
fir i =1,...,n und z; € [a,b] gilt, und zusétzlich das Glattheitsmaf

/ bs”(x)2dx (9.1.2)

minimiert. Dadurch wird ein ,, UberschieBen“ d.h. Erzeugen von Oszillationen wie bei der Po-
lynominterpolation vermieden. Bereits im 18. Jahrhundert erkannten EULER und die Gebriider
BERNOULLIL, dafl die Aufgabe in (9.1.1) unter der Bedingung (9.1.2) von einer Funktion S gelost
wird, die die folgenden Eigenschaften hat:

e S

€ Ps

[@4,2441)

e S eC?a,b])

Mathematisch versteht man unter dem Begriff Spline ein stiickweises Polynom, das an Stiitz-
stellen x; zusétzlich Glattheitseigenschaften hat.

9.2 Dimensionsbetrachtungen

Bisher bezeichnete Py_1 die Polynome vom Grad héchstens k—1. Wir verwenden nun dafiir auch
I, die Polynome der Ordnung hiochstens k. Nun definieren wir fiir ein Gitter A = {7;}i=o,.. 141
mit [ + 2 paarweise verschiedenen Knoten

a:T(]<T1<...<7'H_1:b (9.2.1)
den Splineraum

Spa=1{S€C"2(a,b)): S

eIl furallei=0,...,0}. (9.2.2)

[T:,7i11)

Im Falle k = 4 spricht man von kubischen Splines, welche den Polynomen vom Grad drei und
S € C? entsprechen. Ist k = 2, so nennt man die zugehorigen Splines linear. Dies sind offenbar
die Polynome vom Grad eins und S € C°. Sie entsprechen den Polygonziigen.

Wir gehen nun der Frage der Dimension von S; A nach. Wir geben uns auf [a,71) ein beliebiges
Polynom P € II; vor. Dieses hat offensichtlich k£ Freiheitsgrade. Das Polynomstiick ) auf dem
niichsten Intervall [r1, 72) muf sich in C*~2 anschlieflen, d.h. es muf

P () = QY ()
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fir j =0,...,k—2 gelten, also £ — 1 Bedingungen, was heifit, dafl fiir ) selbst ein Freiheitsgrad
iibrig bleibt. Analog bleibt auch fiir jedes weitere Teilintervall genau ein Freiheitsgrad iibrig. Da
man [ Teilintervalle [1;, 7;41) fiir ¢ = 1,...,[ gewéhlt hat gilt

Bemerkung 9.2.3 Es gilt dim Sp A = k + [, und Sj A ist ein linearer Raum iiber R. ]

Wir machen weiter mit der Frage nach einer Basis fiir S; o. Dazu stellen wir zunéchst fest, dafl
Pr—1 C Sk, also Il C S a. Fiir abgebrochene Potenzen gilt

i Ul o
Damit haben wir die Frage beantwortet.
Satz 9.2.4 Die Menge
{z' fir i=0,....,k—1 und (z—m)" fir j=1,...,0} (9.2.5)

bildet eine Basis fiir S a.

Beweis: Nach 9.2.3 gilt: dim S A = k+ 1. In (9.2.5) sind k + [ Funktionen. Diese erzeugen mit
den Argumenten von oben den Raum Sj A. Wir miissen noch zeigen, dafl diese linear unabhéngig
sind. Dazu sei S € Sj A mit

k—1 l
S(w) =D aa' +) bi(x—7)i7 =0 (9.2.6)
i=0 j=1

fir alle z € [a, b]. Wir haben zu zeigen, da8 alle a; und b; verschwinden. Dazu wenden wir die
linearen Funktionale

() 1= =gy (060 = 147060)

mit 7 = 1,...,0l und 7,7, 7,7 als rechts— bzw. linksseitige Grenzwerte auf S an. Dann gilt

k—1 l
0= 1 (S) = pur <Z aa:) + bipe((@— 7)) =b,.
i=0 j=1

Aufgrund der Differenz und der (k — 1)—ten Ableitung auf Py_; verschwindet der erste p,—Term
in obiger Gleichung. Also folgt S(z) = 0 fiir alle x € [a,b], also a; = 0, fir i = 0,...,k — 1.

Allerdings ist die in (9.2.5) angegebene Basis fiir praktische Zwecke ungeeignet, denn die Basis-
funktionen sind nicht lokal. Weiter sind fiir Werte 7; und 7;41 nahe beieinander abgebrochene
Potenzen
(x—m)5 (2 — 7))

fast linear abhiingig, d.h. die Auswertung eines Splines S in der Darstellung beziiglich (9.2.5)
und (9.2.6) ist schlecht konditioniert beziiglich Stérungen in den Koeffizienten b;. Weiter haben
die Koeffizienten keine geometrische Bedeutung. Daher wird es im weiteren Aufgabe sein, eine
geeignete Basis fiir Sj A zu konstruieren.
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9.3 B-Splines
Zur Motivation beginnen wir mit einem Beispiel.

Beispiel 9.3.1 Seien k£ =1 und

SLA{S:S\[ y €I, fir i=0,...,1}

TiyTi4+1
stiickweise konstant. Eine Basisfunktion fiir diesen Raum konnte die charakteristische Funktion

1 falls x € [Ti,Ti+1)
X[Ti,Ti+1)(x) = { 0 sonst

sein. Fiir den Fall £ = 2 und

So.n = {5 €C%a,]) : S\[MH) eIl fir i=0,...,1}
konnte eine Basis aus Hutfunktionen bestehen. "
Verallgemeinerungen dieser Basen sind die folgenden, siehe [Bo] fiir eine umfassende Darstellung.
Definition 9.3.2 Fiir eine Knotenfolge A = {7;},—o,. ;11 mit der Eigenschaft (9.2.1) definieren

wir die B-Splines N; j(x) der Ordnung k beziiglich 7;,..., 74 fir k=1,...,lund i =0,...,l—
k + 1 rekursiv durch

1 falls x € |13, 7
Ni’l(aj) - X[n,nﬂ)(m) :{ 0 [ +1) }

sonst 93.3)
Nig(z) = gNi,kq(@ + MNHUCA(%) -
Ti+k—1 — Ti Ti+k — Ti+1
.
B-Splines haben folgende niitzliche
Eigenschaften 9.3.4 Fiir die in (9.3.3) definierten B—Splines gilt
(a) (lokaler Trager) supp N; i C [Ti, Titk);
(b) (Nichtnegativitét) N; x(x) > 0 fiir alle = € [a, b],
(c) N;x(z) ist ein stiickweises Polynom von der Ordnung k beziiglich [7, 7j41).
]

Die rekursive Darstellung in (9.3.3) ist giinstig fiir die praktische Auswertung, allerdings ist eine
geschlossene Darstellung fiir theoretische Zwecke oft geeigneter. Diese wollen wir nun bestimmen.

Lemma 9.3.5 Die in (9.3.3) definierten B-Splines lassen sich als

Ni() = (riek = 73) ([1is- s il = 2)57) (9.3.6)

geschlossen darstellen, wobei [, . .., 7,4k f die durch (8.3.14) definierten dividierten Differenzen
sind.
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Beweis: Wir fithren den Beweis iiber Induktion nach k. Fiir den Induktionsanfang sei k = 1.
Es gilt

Nia(z) = (fis1— i) ([Ti, Tip1) (- — m)gr)
= (Tit1— ) [ria)( —2)3 —[ml( —2)3
Tit1 — Ty

= (i —2)f - (n-2)}

- X(—oo,'rlurl) - X(—oo,Ti)
X[rs,mig1)"

Sei die Aussage fiir kK — 1 bereits bewiesen. Wir fithren den Induktionsschritt von k — 1 — k
durch. Dazu formen wir IN; ; in die Darstellung (9.3.6) um. Es ist

Nig(z) = (Tin — )70 i) — @)
= (Titk — 7)[Tis - - Tiks] (('—55)('—93){6[2)
itk
= ik =) | D [Tir -l = D) Tkl (= )57
j=i
= (Tivk — Ti) [[Ti](' =) [Ty Tigk] (- — »’U)’rz
+ [Ti,Ti+1](' — IL‘)[Ti+1, R aﬂ’—&—k](' — ZL’)I?F72 + .. ]
= (Tixk — Ti) [(Tz‘—w)[Tu---,TiJrk](' — )i
+ (T _‘z) : (,Ti —2) [Tigty oo Tigr) (- — :v)’ffg]
Ti+1 — T4
= (Tigk — T7i) [(Ti — ) (hﬂ? ot 2 93)?2 __[Ti? e D x)i2>
Ti+k — T4
+ [Tit1y s Tike (- — x)]izl
= (r—x) ([Tz‘+1, T (= ) = [ T (- — ﬂf)i_2>
 (Tigk = T)[Tists - i) (- — )72
= (i— 2+ Tipk — ) [Tt o Tirk) = )52 — (7 = @) [m, o i) (- — 2)E2
= (Tirk = )[Tist - Tkl — )52 = (1 — @) [T, - T (- — @)
= %Ni,k—l(x) + MNHMA(%)
Ti+k—1 — Ti Ti+k — Ti+1

Bemerkung 9.3.7 Obige Rekursionsformeln (9.3.3) lassen sich genauso angeben, wenn Stiitz-
stellen zusammenfallen. Man beachte aber, da8 Nj;(r) = X(r r,,)(z) = 0 falls 7 = 7i41.
Entsprechende Terme werden dann in der Rekursion zu Null gesetzt. "

Weiter gilt noch
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Bemerkung 9.3.8 Die Rekursionsformeln fiir die Ableitungen von B—Splines erhélt man direkt
aus der expliziten Darstellung (9.3.6):

@) = (k= Dk =7) (7l ( = 2)572) (1)

k—2 —
= —(k—=1)(Tigx —70) ([Ti—l—l, s Tk =) = T 1] (- — ) )
Titk — Ti
( 1){ L N () L N )]
= —(k—1)| m———Niy1p-1(x) = ———Njp-1(x

= (k—=1) [ Nig-1(z) Ni—l—l,k—l("@)} ,

Titk—1 — Ti Tit+k — Ti+1

d.h. die Berechnung der Ableitungen reduziert sich auf die Auswertung einer Linearkombination
von B—Splines niedrigerer Ordnung. "
Auswertung von Splinefunktionen

Auf der Basis von B—Splines lassen sich nun Splinefunktionen angeben. Betrachte dazu die
erweiterte Knotenfolge

T :={0i}i=1,..n+k (9.3.9)

mit 0; < f;4 fir i =1,...,n, also
O=...=0r=a<0p 1 <...<0,<b=0pt1=...=0p1.
Definiere dazu das lineare Erzeugnis der B—Splines auf T'
Nip(T) = Ny :=span{N;, : i =1,...,n}, (9.3.10)

d.h. jedes Element S € Ny (T') besitzt eine Darstellung
n
S(x) =) ciNig(x) (9.3.11)
i=1
fiir € [a, b]. Durch Einsetzen der Rekursionsformel (9.3.3) bekommt man daraus

S@)= 3" @) Nijr (), (9.3.12)

i=r+1
wobei
¢ fallsr =0
cz[-r] = mi%fieicy_u () + %cy’:ﬁ] () fallsr > 0 . (9.3.13)
0 falls 0, x_ = 0;

Speziell fiir den Fall » = k — 1 folgt fiir « € [6;,0;41) aus (9.3.12)
Ni,k_r(ﬂj) = Ni71(.'13) = X[9i70i+1)

und damit
S(x) = () (9.3.14)
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fiir x € [0;,0;41). Zur rekursiven Berechnung der cy} (z) bietet sich ein NEVILLE-artiges Schema

an:

Ci—k+1
N

Ci—k+2 — c£1_1k+2(33)
N\ N\

Ci-k+3 Cz[‘l—]k+3(x) - Cz['z—]k+3 (9.3.15)
N N\

¢ — dlw - P o -

Der Aufwand zur Auswertung von S entspricht dem zur Auswertung eines B—Splines nach
(9.3.3). Wir miissen noch zeigen, daf die N;, tatséchlich eine Basis fiir den Splineraum bilden.
Vorher bringen wir aber noch einige theoretische Ergebnisse. Wir beginnen mit der Reproduktion
von Polynomen und dem folgenden

Satz (MArsDEN—Identitét) Fiir alle z € [a,b] und o € R gilt

n k—1
(iE — U)k_l — Z H(QH’J‘ — U)Nz,k(:E)
i=1 j=1
= D _@ir(0)Nix() (9.3.16)
i—1
k-1
mit o x(0) = l;[l(ei_i,_j — o).

Beweis: Der Beweis lduft iiber vollstindige Induktion nach k. Der Induktionsanfang fiir £k = 1
ist einfach, da

n
1=>"1-Nii()
=1

gilt. Wir fithren den Induktionsschritt von k — 1 — k aus. Dazu nehmen wir an, dal die Be-
hauptung fiir » < k — 1 gilt. Betrachte die rechte Seite in (9.3.16):
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n

> Gin(0)Nig(a) = Z M (@)N; o ()
=1

Oirk—1—x )
¢ + Ci—1 | N;p—1(x
Oivk—1 — 9 Oitr—1—0; ! #-1(@)

- 2(z+k 1—9H s

3

Z:: 1170 H i—145 — Ni,k—l(x)
n k—2
x—0;
= Z H(9i+j —0) (0 7 (Oitr—1—0)
=2 j=1 k-1

Einige Konsequenzen hieraus sind

Korollar 9.3.17 Die Menge der Polynome vom Grad hochstens k& — 1 auf [a, b] ist eine Unter-
menge von span {N;y,i = 1,...,n} auf der Knotenfolge 7', also

Pr_1 C Ni(T).

Beweis: Betrachte die /-te Ableitung der MARSDEN-Identitit nach o, ausgewertet an o = 0.
Es gilt:

l
<dda> -0y = (=1 k=D~ 1)) |,
= (k=1)--(k— D" 1 (=1

n

= 3 o O)Nik(x)

=1

Aus der letzten Identitét folgt mit m = k — [ — 1 folgende Darstellung

m (nt f k=m=1) )N, () (9.3.18)
" = (T 3.
(k_l)(m+1) i:1¢2k Z,k‘
fiir Monome mit m = 0,...,k — 1, d.h. die Monome lassen sich als Linearkombination von Ny

darstellen. Da Py_1 sich wiederum als Linearkombination von Monomen darstellen 148t, folgt
die Behauptung. "
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Speziell fiur m = 0 folgt aus (9.3.18)

Z Ni,k(x) =1
=1

fiir alle = € [a, b], was bedeutet, dafl die B-Splines eine Zerlegung der Eins bilden. Aus Satz 9.2.4
wissen wir, dafl die Menge

{2i=0,...,k—1, und (x—Tj)]i_l,j:O,...,l}

eine Basis fiir Sy,  ist. Diese Basis ist global linear unabhingig, also auf ganz [a, b]. Im Unterschied
dazu gilt wegen der Lokalitét der B—Splines

Satz 9.3.19 Die N, sind lokal linear unabhéngig, d.h. gilt

n

> aNip(z) =0

=1

fir x € (¢,d) C [a,b], so ist ¢; = 0, falls (¢,d) N (6;,0;4k) # 0.

Beweis: O.B.d.A. enthalte das Intervall (¢, d) keine Knoten 6;. Ansonsten zerlege man (¢, d) in
Teilintervalle. Wegen der Darstellung der Potenzen in (9.3.18) und Korollar 9.3.17 lassen sich
alle Polynome mit Grad < k — 1 auf (¢, d) durch B-Splines darstellen und, da dimITy_; = k auf
(c,d), gibt es nur k£ B-Splines, die nicht verschwinden. Diese miissen demnach linear unabhéngig
sein. n

Jetzt sind wir in der Lage zu zeigen, dafl die B-Splines eine Basis fiir Sj A bilden. Dazu miissen
wir die Stiitzstellen und Knoten geeignet wihlen. In Erinnerung an (9.2.1) ergibt sich das fol-
gende Schema:

A a=T0< T1 < T2 T < Ti41 =0

T bh=...=0r Ory1 Oppo Op Ons1=...=0ppi

Damit haben wir

Satz 9.3.20 Mit A, T wie oben gilt
Sk.a = Nir,

d.h. die B-Splines der Ordnung £ bilden eine Basis fiir den Raum der Splinefunktionen Sy a.

Beweis: Wegen 9.3.4 (c): N; € Pr_1 und N, € C*~%([a,b]) folgt

[75:7j+1)
Nir € Sk
Aufgrund der lokalen linearen Unabhéngigkeit der N; ;, gilt
dim N, =n =k +1=dim Sy A,
woraus unsere Behauptung folgt. "

Allgemeiner kann man sogar zeigen, dafl man fiir k—fache Randknoten in T jeweils p;—fache
innere Knoten 6; wihlen kann, also 61 = ... = 0 und 0441 = ... = 0p4,, usw.. Dies driicken
wir aus in folgendem



116 9 SPLINEFUNKTIONEN

Satz 9.3.21 Sei Sy A =Np7. Ist pj =1 fiiralle j =1,...,1, so gilt

Sku,A = Sk,A-

In diesem Fall hat man also eine hchstmogliche Glattheit an den Stiitzstellen erreicht. Ist p; > 1,
so fordert man weniger Glattheit an den einzelnen Stiitzstellen. Zum Schlufl des Abschnitts geben
wir noch

Satz 9.3.22 (Stabilitit der B—Spline Basis) Man kann zeigen, daf

n
Crllelloo < ¢iN; j;

i=1

< Jlclloo-

00,[a,b]
D.h. die B-Splines bilden eine unkonditionell stabile Basis fiir Sp o, denn unabhéngig von der

Knotenfolge 7" 148t sich S = ) ¢;N; ,, von oben und unten durch die Entwicklungskoeffizienten
¢; abschétzen. Daher sagt man auch, dal die B-Splines eine gut konditionierte Basis bilden.

Beweis: Die obere Abschéitzung lduft iiber eine Zerlegung der Eins, die untere mit Konstruktion
einer dualen Basis. "

9.4 Splineinterpolation mit B—Splines

Die urspriingliche Motivation fiir die Konstruktion der B-Splines waren Interpolationsprobleme.
Sei T' = {0;}i=1,... n+k eine erweiterte Knotenfolge wie oben, also

A a=T< T < T2 I <Ti+1=">

T 91 = ... = ek 9k+1 9k+2 ¢9n 9n+1 ... = 0n+k

Mit Ny = span{N;,i=1,...,n} und dim N, 7 = n folgt, daB man n Bedingungen stellen
muf}; um eine wohldefinierte Interpolationsaufgabe zu stellen. Folgender Satz besagt, wann eine
Interpolationsaufgabe fiir alle Daten eindeutig l6sbar ist.

Satz 9.4.1 Sei T' = {6;}i=1,..ntr Wwie oben und seien z1 < ... < x, € [a,b] Stiitzstellen. Das
Problem

Finde zu Daten fi,..., fpein S € N mit S(z;) = fifiri =1,...,n (9.4.2)

besitzt genau dann eine eindeutige Losung, wenn
x; € (Gi,ﬂwk) (943)

fir alle i = 1,...,n, d.h. wenn in den Tréger jedes B-Splines genau eine Stiitzstelle fillt.

Beweis: Nach Satz 8.2.3 ist die Interpolationsbedingung genau dann eindeutig l6sbar, wenn
det (N x(25))ij=1,..,n) # 0 ist. Dies ist nach dem Satz von SCHOENBERG-WHITNEY genau
dann der Fall, wenn die N;;(x;) # 0 fiir alle ¢ = 1,...,n sind. Dies aber ist dquivalent dazu,
dafl die x; im Innern der Trager liegen, denn es gilt

T; € (91,914_” < Nz7k(l'1) > 0.
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Bemerkung 9.4.4 Man kann sogar zeigen, daf im Fall, dal A = (N; x(z))i,j=1,....n total positiv
ist, d.h. alle r x r Unterdeterminanten nichtnegativ sind, dquivalent dazu ist, dafl Ac = f stabil
mit GAUss—Elimination ohne Pivotisierung gelost werden kann. "

Man beachte, dal wegen supp N; , = [0;,0;1] die Matrix A die Bandbreite k£ — 1 besitzt, also
diinn besetzt ist. Fiir den Fall k = 4 leiten wir Ac = S her:

Kubische Spline—Interpolation mit B—Splines

Fir £ = 4 wandelt sich unser Schema zu:

A a=T1 < T2 < 23 Tn—3<Tp_9=2>0
T 0L =...=0,4 05 O 0, Ont1=...=0nts
Wihle nun Stiitzstellen x1 = 04, 22 = 05,...,24,—2 = Op4+1. Dies stellt n — 2 Bedingungen an

x;. Da aber dim Ny, = n fehlen uns also noch zwei Bedingungen. Typische Wahimdglichkeiten
sind

(I) Vollstindige kubische Spline—Interpolation: Zus#tzlich zu den Funktionswerten gibt man
noch die ersten Ableitungen am Rand an. Somit erhélt man einen vollstdndigen Satz von
Interpolationsbedingungen:

S5(0:) = f(6:) (9.4.27)

fir ¢ = 4,...,n+ 1 zusammen mit

(IT) Natiirliche Spline—Interpolation: Anschaulich entspricht diese Methode dem Auslaufen der
diinnen Holzlatten am Rande, denn man fordert

S"(a) = S"(b) = 0

(ITIT) Keine—Knoten—Bedingung: Falls am Rand keine Knoten zur Verfiigung stehen, verschweifle
kubische Polynomstiicke auf [04, 5], [05, 0] zu einem. Am rechten Rand verfahre entspre-
chend.

Fiir die vollstdndige kubische Spline-Interpolation gilt

Satz 9.4.5 Zu jedem f € C%([a,b]) existiert ein eindeutiger Spline S = If € Ny, so daB fiir
i=4,....n+1

~

(L f)(0:) = f(0:),
(Iif)(a) = f'(a) (9.4.6)
(Lf)'(b) = f'(b),

gilt. Des weiteren erfiillt I, f die Extremaleigenschaft

I(Taf)"ll2 < 1lg"]l2

(
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fiir alle g € C%([a,b]) N La([a, b]), die auch (9.4.6) erfiillen. Weiter gelten die Fehlerabschitzungen

3 4 4
”f - I4f||oo,[a,b] < @h ”f( )Hoo,[a,b] (947)

fiir f € C*([a,b]), wobei h = max |0;,1 — ;] ist.

Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit zeigt man mit Satz 8.2.3. Die Extremaleigenschaft
findet man etwa in [DH], Kapitel 7.4. Ein Beweis der Fehlerabschéitzungen steht in [SB2], 2.4.

Zusétzlich beachte man noch, dafl das Einfiigen von Stiitzstellen in (9.4.7) bewirken kann, dafl
h kleiner wird und damit die Abschitzung genauer. Weiter ist (9.4.7) unabhéingig von der Lage
der Stiitzstellen im Unterschied zur Polynominterpolation, bei der die rechte Seite von (8.4.3)

1
2 ()
HwnHooan [loo

lautete.

Berechnung der vollstédndigen kubischen Spline—Interpolation mit B—Splines

Im folgenden wird die Berechnung von S = I, f mit den Interpolationsbedingungen (9.4.2’)

firi=4,...,n+ 1 und
§'(a) = f'(a),  S'(b) = f'(b)
durchgefiihrt. Die gesuchte Funktion S € Ny wird durch die Losung des Gleichungssystems

S(0;) =Y ciNiw(0;) = £(0)) (9.4.8)
=1

fiir j =4,...,n+ 1 und zwei Ableitungsbedingungen ermittelt. Nach der Rekursionsformel gilt
Nj4(6s) =0 fiir j =2,3,... und N;4(0n41) =0 fiir j =n—1,n—2,... (d.h. die B-Splines N; 4
fiir j # 1 und j # n verschwinden am Rand). Da die B-Splines wie in Kapitel 9.3 gezeigt, eine
Partition der Eins bilden, gilt Nj 4(64) = 1 und N, 4(0n41) = 1. Daher gilt fiir die Koeffizienten
¢1 und ¢, in der Darstellungsformel (9.4.8)

S(01) = c1= f(ba)
S(9n+1) = Cp = f(0n+1)-

Somit miissen in (9.4.8) nur noch die n — 2 Koeffizienten ¢y, ..., c,—1 berechnet werden. Mit
gleicher Argumentation schliefft man aus den Bedingungen an die Ableitung und aus den Re-
kursionsformeln in Bemerkung 9.3.8 fiir die Ableitung von B—Splines

f'(a) = f(a)N{ 4(a)
N§,4(a)

f'(b) = F(b)IN;, 4(b)
Nypa®)

C2

Cn—1
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so da8 nur noch die n — 4 Koeffizienten & := (c3,...,¢,_2)7 zu bestimmen sind. D.h. lése das
Gleichungssystem . )
Aé = f>

wobei

N34(05) Naa(05) 0

N3 4(66) ’ ’

A=
g . Np—24(0n-1)
0 Nn73,4(0n) Nn72,4(9n)

und f = (f3w--afn—2)T mit f3 = f(05) — C2N274(05), fj = f(9j+2) fir j =4,...,n—3 und
fnf2 = f(en - CnlenflA(en)-

9.5 Mehrdimensionale Splines

Die Theorie zu mehrdimensionalen Splines 148t sich nicht annéhernd so einheitlich entwickeln
und darstellen wie die univariate Splinetheorie.

Als Beispiel wird hier der einfachste Fall von Tensorproduktansitzen auf Rechteckgittern fiir
zwei Variablen z,y diskutiert. Dazu seien zwei Knotenfolgen 7' = {6;};=1,. nt fir z und U =
{uj}j=1,. msr fir y fir die Intervalle [a,b] und [c,d] gegeben, d.h. Knotenpunkte (6;,u;) fiir
i=1,...,n+kund j=1,...,m+ k. Setze nun

Nij(2,y) = Nigr(€)Njrr(y),
womit ein Splineraum
Nirw :=span{N; j(z,y): i=1,...,n; j=1,...,m}

mit Dimension nm definiert wird. Die Interpolationsaufgabe lautet nun: Gegeben seien Stiitz-
stellen (x,,ys) und Daten f,¢ fir 7 =1,...,nund s =1,...,m. Finde

n m
S(z,y) =Y ciiNij(w,y) € Nero,
i=1 j=1

so daBB S(x,,ys) = frs gilt. Dies fithrt auf ein lineares Gleichungssystem

Ac=f (9.5.1)
mit A € R™>"™ qus
n m
Z Z Cz'jNij(xry ys> = frs
i=1 j=1
m n
— Z (Z CijNi,k,T(xr)) Nj,k,U(ys) = frs
j=1 \i=1
n
firr=1,...,nund s = 1,...,m. Setzt man nun a;T ==Y ¢ijN;kr(2r), so kann man die Losung
i=1
dieses Systems auf eindimensionale Probleme wie folgt reduzieren. Bestimme zunéchst fiir alle
r=1,...,n die Koeffizienten aj als Losung des linearen Gleichungssystems

m
Z a;“Nj,k,U(ys) = frs
7=1
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fir s = 1,...,m. D.h. man hat n eindimensionale Probleme vom Rang m zu l6sen. Lose dann

noch fiir j=1,...,m
n

cijNigr(2r) = aj
i=1
fir r = 1,...,n, also m Probleme vom Rand n. Insgesamt braucht man also mO(n) + nO(m)
Operationen, da die einzelnen Systeme aus Bandmatrizen bestehen, die jeweils in O(n) bzw.
O(m) Operationen gelost werden konnen. Zwar ist A € R™*™ auch diinn besetzt, aber die
Verwendung von direkten Losern wiirde ein fill-in erzeugen und man kénnte das Gleichungssy-
stem nicht mehr in O(nm) Operationen lésen.

Allgemein werden Spline-Interpolationen héufig auf Dreiecksgittern angewandt. Hier gilt jedoch

so daf die Losung des Systems in (9.5.1) mit iterativen Methoden ermittelt werden muf.



10 Iterative Losung linearer Gleichungssysteme

10.1 Motivation und Einfithrung

Zur Losung des Systems

Arx =0

mit nichtsinguldrem A € R™*" und b € R™ wurden in Kapitel 3 mit LR—, QR— und CHOLESKY—
Zerlegung drei direkte Verfahren vorgestellt. Diese sind bedingt durch ihren Rechenaufwand
von jeweils rund O(n3) Multiplikationen besonders geeignet fiir vollbesetze Matrizen ohne be-
sondere Struktur, aber dennoch nur fiir verhéltnisméfBig kleine Matrizen. Fiir sehr grofle und
dariiberhinaus noch diinn besetzte Matrizen sind , billigere“ Verfahren mit einem optimalen
Rechenaufwand von O(n) zur Ermittelung der n Unbekannten wiinschenswert. Solche Matrizen
entstehen beispielsweise bei der mehrdimensionalen Spline-Interpolation auf A-Gittern oder bei
der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen fiir d > 1. Typisch hierfiir sind Matrizen
der Form

* * 0
*
A— 0 *
* 0
*
0 * *

Oftmals miissen lineare Gleichungssysteme nur bis zu einer bestimmten Genauigkeit gelost wer-
den, die z.B. durch die Diskretisierung einer Differentialgleichung bestimmt ist, so dafl sich auch
aus diesem Grunde iterative Verfahren anbieten.

10.2 Klassische Iterationsverfahren

Zur Entwicklung eines iterativen fiir lineare Gleichungssysteme schreibt man dhnlich wie im

nichtlinearen Fall die Gleichung
Az =1b (10.2.1)

mit nichtsinguldrem A € R™*" als Fixpunktgleichung
x=x+C(b— Ax) =: () (10.2.2)

um, wobei C' € R™ "™ nichtsingulir geeignet zu wihlen ist. Damit erhidlt man fir £ =0,1,2,...
eine Iteration der Form

" = &(aF) = 2F + O — Az®) = (I — CA)2* + Cb. (10.2.3)

Mit der Notation p(M) := |[Amax(M)| fiir den Spektralradius einer Matrix M € R™*" gilt
folgender

Satz 10.2.4 Das Verfahren (10.2.3) konvergiert genau dann fiir jeden Startwert z° gegen die

Loésung von (10.2.1), wenn
p(I —CA) <1 (10.2.5)

gilt.
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Beweis: Zur Notwendigkeit von (10.2.5) nehmen wir an, es géibe einen Eigenwert A von [ —C'A
mit |A\| > 1. Wihle den Startwert z¥ nun gerade so, da8 2° — x Eigenvektor zu \ ist. Mit (10.2.2)
und (10.2.3) folgt dann

g = I-CAGEF—2)=...
= (I-CA (0 —2)

Mot (20 — ),

was
Izt — 2| = A |2® — 2

impliziert. Ist nun |A| > 1, so kann die Folge {2*}, nicht konvergieren. Fiir die Umkehrung
sei daran erinnert, dafl zu jeder Matrix M und jedem ¢ > 0 stets eine Vektornorm konstruiert
werden kann, so daf fiir die zugehorige Matrixnorm || - ||

[M]le < p(M) + €
gilt. Wihlt man speziell ¢ = (1 — p(I — CA)) > 0, so erhilt man
IT-CAl. < pI—CAY+ 50— pll ~C4)
= 1lep(I—CA) =p<l
2 2
Damit gilt fiir jeden Startwert z° aber
lz*t —zll. = (I - CAF T — )] < (I - CAF |l — ]
< = CAYE 2 — alle < 72 —
— 0 fiir kK — oo.
|
Bemerkung 10.2.6 Da ®'(z) = I — C'A ist, ist mit (10.2.5) gerade sichergestellt, dafl ® eine

Kontraktion ist, so dal der zweite Teil des Beweises auch aus dem BANACH’schen Fixpunktsatz
aus Kapitel 6.3 folgt.

Korollar 10.2.7 Falls irgendeine Vektornorm existiert, so daf} fiir die zugehorige Matrixnorm

Il —CA| <1 (10.2.8)
gilt, konvergiert (10.2.3) fiir jeden Startwert 2°. Ferner gelten die A-priori-Fehlerabschitzung
I—CA|F*
e o | L
I =l < Lo gl =

und die A-posteriori—Fehlerabschdtzung

oo =CAl
Io* ~ )l < T ganlet

(10.2.5) und (10.2.8) verlangen, dafi C' die Inverse von A approximiert, denn fiir C = A~!
wire man I — CA = 0. In diesem Fall wire man sofort fertig. Aber die Berechnung von A~! ist
aufwendiger als die Losung von (10.2.1). Es geht also um folgenden Balanceakt: finde eine Matrix
C so, daB C die Matrix A~! geniigend gut approximiert, andererseits aber die Berechnung und
Anwendung von nur einen Aufwand von O(n) erfordert. Dies ist schwierig, da im allgemeinen
auch fiir diinn besetzte Matrizen A die Inverse A~! vollbesetzt ist. Verschiedene Wahlen von C
fiihren auf unterschiedliche Methoden.



10.2 Klassische Iterationsverfahren 123

Gesamtschrittverfahren (JAcoBI—Verfahren)

Sei a; #0 fir i = 1,...,n. Wihle
C = (diag(aiy, ..., any)) = D71
Mit dieser Wahl lautet die Iterationsvorschrift (10.2.3)
"t = (I = D' A)z* + D7 (10.2.9)

Fiir eine etwas andere Schreibweise zerlege A in

A=D+L+U, (10.2.10)
wobei L eine untere und U eine obere Dreiecksmatrix bezeichnen. Damit 148t sich (10.2.9) als
M= D YL+ U)F + D7 (10.2.11)
bzw. in Komponenten
n
e =a | b — Z al-ja:;? (10.2.11a)
j=1
i

flir i = 1,...,n schreiben.

Alle Komponenten von 2**! lassen sich unabhéngig voneinander parallel aus 2* ermitteln. Daher

heilt dieses Verfahren Gesamtschrittverfahren. Ersetzt man L, D und U durch Blockmatrizen,
so ergibt sich sofort die Blockversion des JACOBI—Verfahrens.

Die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens benttigt Eigenschaften von A.

Satz 10.2.12 Ist A strikt diagonaldominant (starkes Zeilensummenkriterium), d.h.

n

lazil > Y ] (10.2.13)
j=1
g
fiir i = 1,...,n, so konvergiert (10.2.11) fiir jeden Startwert 2°. Eine analoge Aussage gilt fiir
das starke Spaltensummenkriterium.
Beweis: Aus (10.2.11) folgt
I -CAlle = I =D Ao
ID™HL +U)loo
n
Qij
= —| < 1.
max ) |2
=1
Ji
Nun folgt die Behauptung mit Korollar 10.2.7 und || - || = || - || ce- n

Die strikte Diagonaldominanz in Satz 10.2.12 ist eine sehr starke Forderung, die selbst bei der
der Diskretisierung einfacher Differentialgleichungen wie der PoissoN—Gleichung

—Au=f

nicht erfiillt wird (vergl. die Diskretisierungsmatrix in Anhang A). In diesem Fall kann man den
Satz aber auf ,>* in (10.2.13) abschwéchen.
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Einzelschrittverfahren (GAUSs—-SEIDEL—Verfahren)

Alternativ kann man die Matrix C' aber auch in Dreiecksgestalt wihlen, womit das System
ebenfalls einfach aufzulésen bleibt. Wihle dazu

C=(D+L)"

Dann gilt

k1 I—CA)z* +Cb

(
= (I-(D+L)"'A)F+(D+L)"
(I-(D+L)y" Y (D+L+U))z*+(D+L)" "
= —(D+L)'U2"+(D+ L)™',

was dquivalent zu

(D + L)z" ™ = —Uz® 4+ b (10.2.14)

oder
Dzt = — Lot — Uk 4+ (10.2.14a)

ist. Prozedural angewandt in Komponentenschreibweise bedeutet dies

i—1 n
k+1 k+1 k
Z aijZEjJr + ail’ZEiJr = — Z 5T + b;
j=1 j=i+1
oder dquivalent dazu
i—1 n
k+1 _ ¢, N—1 . k1 ok
x; T = (ai) b; — Za”a:j — Z Qig; (10.2.14b)
j=1 Jj=i+1
fir i = 1,...,n. Im Unterschied zum Gesamtschrittverfahren werden hier also schon berechnete

Komponenten von z*! bei der Berechnung der restlichen Komponenten miteinbezogen. Dieses
Verfahren heifit Finzelschritt— oder GAUSS—SEIDEL—Verfahren.

Fiir die Konvergenz dieses Verfahrens gilt

Satz 10.2.15 Das Einzelschrittverfahren (10.2.14) konvergiert fiir jeden Startwert 20, falls die
Matrix A symmetrisch positiv definit ist.

Beweis: Einen Beweis findet man in [DH], p. 266. .

Hierzu sei noch bemerkt, daf das Einzelschrittverfahren ebenfalls fiir jeden Startwert 2¥ konver-
giert, falls A strikt diagonaldominant ist. Dieses Verfahren ist ein Spezialfall einer allgemeineren
Methode, die im folgenden hergeleitet wird.

Relaxationsverfahren

Die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens (10.2.11) und des Einzelschrittverfahrens (10.2.14)
hingt vom Spektralradius p(I —C'A) ab. D.h. je kleiner p(I —C A) ist, desto schneller konvergiert
das jeweilige Verfahren. Fiir jedes Verfahren gibt es aber eine einfache Beschleunigung, némlich
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die Relazation, indem man mit einem Parameter w eine Konvexkombination aus alten und neuen
Iterierten bildet. Anstelle von

M = (1 - CA)z* + Cb=: Ma* + Cb (10.2.3)

bilde
M= w(MaP 4+ Cb) + (1 — w)z*.

Hierbei entspricht die erste Klammer obiger Gleichung den neuen Iterierten und die zweite den
alten. Verschiedene Wahlen von w haben verschiedene Bezeichnungen: Im Fall w > 1 spricht
man von Uberrelazation (overrelaxation) und im Fall w < 1 von Unterrelazation. Fiir w >
1 heifit das Verfahren allgemein SOR-Verfahren (successive overrelaxation). w heifit hierbei
Relazations— oder Dédmpfungsparameter. Eine typische Wahl ist C = (D + L)™' (wie beim
Einzelschritt—/GAuUss—SEIDEL—Verfahren) und eine Konvexkombination aus Iterierten in der
Form von (10.2.14a), so dafl die Iterationvorschrift des SOR—Verfahrens

Dbt = w(— Lokt — Uk +b) + (1 — w) Dzt (10.2.16)

bzw. in Komponentenschreibweise

aiiwfﬂ =w | — Z aijxé?ﬂ - Z aijx§ +b; | +(1— w)aiifcf (10.2.16a)
j<i §>i

lautet.

Satz (von OSTROWSKI-REICH) Sei A € R™*" symmetrisch positiv definit. Dann konvergiert
das SOR—Verfahren (10.2.16) fiir 0 < w < 2. Im Fall w = 1 entspricht das SOR-Verfahren dem
GAUSS—-SEIDEL—Verfahren.

Beweis: Einen Beweis findet man in [SB2], p. 581. n

SSOR—Verfahren

Eine Variante des SOR—Verfahrens ist das symmetrische SOR—Verfahren, das SSOR—Verfahren.
In (10.2.16a) werden die Komponenten von zFt1 von oben nach unten“ durchlaufen. Dies kann
man auch umkehren: Ein durchlaufen der Iteration jeweils in Vorwérts— und Riickwértsrichtung
ergibt

DaFtV2 = (=L V2 — U2k +b) + (1 — w)Da®

ka-i-l — W(—L$k+1/2 _ ka—i—l + b) + (1 . W)ka+1/2, (10217)

Eine Konvergenzaussage ist mit dem Satz von OSTROWSKI-REICH ableitbar. Der Vorteil dieses
Verfahrens ist, dafy der Aufwand von & SSOR—Zyklen nicht 2k SOR, sondern nur &k + % Zyklen
SOR entspricht. Weiter fiithrt das Verfahren auf eine symmetrische Iterationsmatrix. Bemerkun-
gen zur Giite der einzelnen Verfahren werden spéter gegeben.
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10.3 Gradientenverfahren

Im folgenden sei die Matrix A € R™*" stets symmetrisch positiv definit. Solche Matrizen ent-
stehen typischerweise bei der Diskretisierung elliptischer partieller Differentialgleichungen. Fine
besondere Rolle spielt in diesem Fall das (p)cg—Verfahren (preconditioned conjugate gradient).
Vorher wird allerdings das allgemeine Gradientenverfahren behandelt.

Lemma 10.3.1 Sei A € R™ " symmetrisch positiv definit. Dann gilt: z* € R™ 16st die Gleichung
Ax = b genau dann, wenn z* Minimum von

flx) = %xTAx —zTh (10.3.2)

ist.

Beweis: Nach Voraussetzung ist f € C2(R"). Die notwendige Bedingung fiir ein lokales Mini-
mum lautet
Vi) =0<= Az —b=0.

Also ist Az — b ein kritischer Punkt. Da D?f(z) = A nach Voraussetzung positiv definit ist,
ist dieses lokale Minimum sogar global, und die notwendige Bedingung ist auch hinreichend.
|

Das Gradientenverfahren besteht nun darin, das Minimum

min f(x) (10.3.3)
rzeRn?

einer Funktion f € C}(Q) mit Q C R" offen zu finden. Algorithmisch entspricht dies

Algorithmus 10.3.4 (Allgemeines Gradientenverfahren mit vollstindiger linearer
Suche) Sei Q C R" offen und f € C*(Q). Wihle 2o € Q. Fiir k =0,1,2,...

1.) Bestimmung der Richtung: berechne die ,, Abstiegsrichtung*
d = =V f(zy).
2.) Liniensuche: suche das Minimum von f auf der Linie
{zr + adg, a >0} NO.
Das (lokale) Minimum werde bei a@ = o, angenommen. Setze dann

Tht1 = Tk + agdy.

Zur Abstiegsrichtung —V f(x) und praktischen Durchfithrung dieses Verfahrens kommen wir
hinten. Zunéchst betrachten wir die quadratische Funktion f in (10.3.2). Hier gilt speziell

d = b— Axy (10.3.5)

dl'dy,
I Ady,’

Qe (1036)
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denn setze
fla) = flap+ ady)
1
= 5(3% + adp)T Az, + ady) — (xp + ady)Th
1
- 5(gcfAmk + 2adf Axy + 2d} Ady) — 2Fb — adlb.
Dann gilt
fl(a) = df Azy + adl Ady, — did
= df (Axy, —b) + ad} Ady,
= —dldy + adl Ady,
o,
womit
dl'dy,
U= AT Ad
k k
folgt.

Fiir die Abstiegsrichtung ist ausgehend von f(xy) ein d zu bestimmen, so dafl

f(zg + Bd) < f(zg)

ist. D.h., finde ein d mit ||d|| = 1, so da8 die Richtungsableitung Dy f (z1) = (V f(zx))’d minimal
ist. Die Wahl
V()

V)l

liefert die Richtung des steilsten Abstiegs. Da Dgf = (V f,d) = cos0||V f]|||d||, ist im Fall V f # 0
die Ableitung D;f minimal, falls 6 = 0, die Richtungsableitung also maximal, wenn V f und d
dieselbe Richtung haben.

d=

Zur praktischen Durchfithrung des Gradientenverfahrens bemerken wir noch, daf§ der zweite
Schritt nur ndherungsweise ausgefithrt wird. Man bestimmt z.B. einen Punkt xj, + tdy, in dem
die Richtungsableitung klein, etwa

1
AV f (o + tdy)| < 1AV f ()]

ist. Hierfiir kann man folgende globale Konvergenzaussage zeigen: es konvergiert wenigstens eine
Teilfolge gegen x* € Q mit V f(z*) = 0, oder die Folge konvergiert gegen den Rand von Q. (z*
kann allerdings auch nur lokales Minimum oder Sattelpunkt sein; daher sei im folgenden f stets
quadratisch angenommen.)

Bemerkung 10.3.7 Die Funktion f(z) = %mTAm —2T'b ist quadratisch auf R, falls A symme-
trisch positiv definit ist. In diesem Fall konvergiert das Gradientenverfahren fiir jeden Startwert
gegen das Minimum von f.

Konvergenzgeschwindigkeit
Als Ma#f fiir den Abstand betrachte die Energienorm
|z]|a := VaT Az, (10.3.8)

wohldefiniert, da jede symmetrisch positiv definite Matrix A ein Skalarprodukt (z,y)4 := 27 Ay
definiert. Fiir das Gradientenverfahren in (10.3.4) gilt
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Satz 10.3.9 Sei A symmetrisch positiv definit und k = ko(A) = i\‘m%‘x ihre spektrale Kondition.

Dann liefert das Gradientenverfahren (10.3.4) fiir f(z) = %I‘TA.%' — 27b eine Folge {Zk} h=012,...
(o als Startwert) mit

k
* k—1 *
lxg — 2%||a < </£ n 1) llxo — ™| 4, (10.3.10)

wobei z* die Losung von Ax = b bezeichne.

Beweis: Einen Beweis findet man etwa in [Br]. n

Ist K sehr grof, dann ist wegen

—1 2 2
A | ~1- =

k+1 k+1 K

die Konvergenzrate nahe bei 1 und die Konvergenz damit sehr langsam.

Geometrische Erklidrung

1

Seien ¢ > 1 und A = <0

2) mit x(A) = a. D.h. mit z = (y, 2)7 gilt

f@%)=%@2+a£)

Wiihle als Startvektor o = (yo,20)7 = (a,1)T. Fiir die Abstiegsrichtung gilt dann

oo (1), ()

az

Weiter bekommt man x; = <Zk> mit yp+1 = pyg und zp1 = —pzk, wobei p = g—ﬁ ist. Also ist
k

dr, = —V f(x)) zwar Richtung des steilsten Abstiegs, aber schon fiir sehr kleine o kann dies fiir

f(zk + ady) ganz nahe liegen, so dal man «y, sehr klein wihlen muf.

Die Hohenlinien von f sind in die Ebene projiziert stark gestreckte Ellipsen:

z

— T3~z
_/(563 Z1 Y

i

Das Verfahren ergibt, wie die Skizze zeigt, eine Art Zick—Zack-Kurs, in dem dj und dj41 zwar
orthogonal bzgl. des EUKLIDISCHEN Skalarprodukts, aber fast parallel bzgl. (-, -) 4 sind. Dies liegt
an den Figenschaften von A, was zeigt, dafl man diese mit in die Richtungssuche einbeziehen
sollte. Dies wird im néchsten Abschnitt iiber das cg—Verfahren der Fall sein.
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10.4 cg—Verfahren

Das Verfahren der konjugierten Gradienten/cg—Verfahren (conjugate gradient) wurde 1952 von
HESTENES und STIEFEL entwickelt und hat eine wachsende Bedeutung seit den 1970’er Jahren,
bedingt durch effiziente Vorkonditionierer. Der Grundgedanke bei diesem Verfahren ist der, im
Gradientenverfahren aus dem vorigen Abschnitt aufeinanderfolgende Richtungen so zu wihlen,
daB sie orthogonal bzgl. (-,-) 4 sind. Unsere Herleitung ist an [Br| angelehnt.

Im folgenden sei die Matrix A stets symmetrisch positiv definit. Zwei Vektoren z,y € R™ heiflen
A-orthogonal oder A-konjugiert, falls (z,y)4 = (x, Ay) = 27 Ay = 0 ist. Sind z, y A-konjugiert
und gilt = # 0,y # 0, so sind z,y linear unabhéngig, da A als positiv definit vorausgesetzt ist.

Seien nun dy, ..., d,—1 konjugierte Richtungen, d.h. d; € R" und (d;,d;)a = 0 fiir ¢ # j. Dann
besitzt 2* = A~!b die Darstellung

n—1
vt = ds. (10.4.1)
k=0

Fiir die Berechnung der v gilt

n—1
(di,z*)a = (di, Z ’kak>
k=0

n—1
= > ldi,di)a
k=0

= vi(di,di)a,

A

womit ( ) ( > -
dia .'L'* A di7 b d b
o _ _ 4% 10.4.2
T didi)a  (dindi)a  dT Ad; (10-4.2)

folgt. D.h. die Entwicklungskoeffizienten in (10.4.1) lassen sich direkt aus b, d; berechnen.

Lemma 10.4.3 Seien dy,...,d,—1 € R™ konjugierte Richtungen. Sei zg € R" ein beliebiger
Startvektor und definiere fiir £ > 0

Tkl = Tg + agdy (10.4.4)

mit -
= — 10.4.5
=TT Ady, (10.4.5)

und ry, := Az —b = V f(xy) als Residuum. Dann gilt: die Folge {xy, }ren, liefert nach (hochstens)
n Schritten die Losung z,, = A~'b.

Beachte, dafl das Verfahren in (10.4.4) noch nicht praktisch verwendbar ist, da die konjugierten
Richtungen dy, . . ., d,—1 im Gegensatz zum eigentlichen Gradientenverfahren noch nicht bekannt
sind. Theoretisch kénnte man versuchen, die d; vor dem Start des Algorithmus zu berechnen,
z.B. mit dem GRAM—-SCHMIDT—Verfahren. Dies ist aber viel zu aufwendig. Spédter werden wir
sehen, dafl m < n Schritte fiir die Iteration ausreichen und die d; direkt mitberechnet werden.

Beweis: Eine Rekursion von (10.4.4) ergibt

k—1
Tp = Tp_1+ Qp_1dp_1 = Tp_o+ ap_odp_o+ ap_1dp_1=...=x0+ Z ad;. (10.4.6)
=0
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Sei nun z* Losung von Az = b. Wir zeigen, dafl * = z,. Seien dazu dy,...,d,—1 konjugiert
(also linear unabhéngig). Es gilt

n—1

*

r — o= E ﬂjdj
J=0

mit (irgendwelchen) 3; € R, fiir die

di A(z* —x9) Zﬁ dl Ad;
dl Ad, B ]dTAdl

diTAdZ-

= A dl Ad,

= G

gilt und weiterhin auch

df (Az* — Amo)  dI(b— Azg)  —dirg
dl' Ad; - dFAd; dlAd;

b =

_T .
Als néchstes zeigen wir, dafl §; = «a; = d:ﬁi‘ gilt. Dies ist aber der Fall wegen

ﬁ‘ _dZT(A.%'(] — b)
' d¥ Ad;
_ dT(Axg—b—i—AZ] 0 ajdj)
dl Ad;
] (Ao + Xizp aydy) — b)
d} Ad;
B dl' Ad;
_ dZT’I”Z‘
- dlAq
= ;.
D.h. also
n—1 n—1
" —xg = Zajdj = z" =1x0+ Z ajd; = xy (10.4.5a)
j=0 j=0
nach Definition der Iteration in (10.4.4). n

Korollar 10.4.7 Seien dy,...,d,—1 € R"™ konjugierte Richtungen. Fiir jedes in (10.4.4) mit
(10.4.5) definierte zj mit Startvektor zq gilt

f(xx) = min f(zo + ), (10.4.8)
eV,
wobei
Vk = span{do, cee ,dk_l}. (10.4.9)
Insbesondere gilt
dl'ry =0 (10.4.10)

fiir i < k, d.h. das k—te Residuum ist orthogonal zu V;. "
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Im Unterschied zum Gradientenverfahren aus (10.3.4), bei dem man zunéchst die Richtung
dy, = —V f(z)) und dann das Minimum von f auf der Linie {:rk—l—dcfk, & > 0}, welches bei & = ay,
angenommen wurde, bestimmte, wird hier durch die konjugierten Richtungen dy,...,d;_1 das
Minimum von f bzgl. des affinen Teilraums

k—1
xeR™: x:$0+2’yjdj, v €R
§=0

angenommen. Beim Gradientenverfahren ist der affine Teilraum jeweils nur die Gerade {z : xj+

ady }

Beweis von Korollar 10.4.7: Es ist zu zeigen, daf3 z;, die Funktion f iiber dem affinen Teilraum

Vi, minimiert, also f(zy) = ml‘? f(zo + z), und Gleichung (10.4.10) d;ry = 0 fiir 7 < k stimmt.
eV

Zur ersten Aussage betrachte

k—1
flag,...,a5—1) = f(zx) = f|=o +Zajdj
§=0

1
= *IZ;ACC]C — bz,

2
was
dgTQ + aodgAdo 0
Vf(ao, ... ap1) = : =|:
d%;lrk_l + Oé]f_1d£71Adk_1 0

nach sich zieht. (Dies gilt auch beim Gradientenverfahren, allerdings miissen dort die d; nicht
linear unabhiingig sein.) Da die d; nach Voraussetzung fiir alle i = 0, ...,k — 1 konjugiert sind,
minimiert zj die Funktion f iiber zo + Vi, = {xo + =, © € Vi }. Zum Beweis von (10.4.10) gilt

diTmH = dZ-T(A:UiH —b)
= dl (A(z; + ayd;) — b)
= dI'(Az; —b) + a;d! Ad;
= dlr; + ayd! Ad;
=0
nach Wahl von «;. Also gilt (10.4.10) fiir i = k — 1 und fiir k = 1, da d} 71 = 0. Den Rest zeigen

wir per vollstéindiger Induktion nach k. Sei also d?ry = 0 richtig fiir i < k. Die Giiltigkeit fiir
k + 1 ist zu zeigen. Nach Definition gilt

Tpq1 — T = oydy,
was
Tkl — Tk = Axpp —b— (Azy —b)

= A(Tg+1 — o)
= akAdk

impliziert. Damit gilt aber
d?(rk+1 — Tk) = OédeTAdk =0

fiir k > ¢; insbesondere ist (10.4.10) also auch fiir k£ + 1 richtig. n
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Aus Lemma 10.4.3 148t sich ein Algorithmus entwickeln, sobald man die konjugierten Richtungen
d; berechnen kann. Tatséchlich berechnet man die d; aus V f(z;) durch Addition einer Korrektur.
Dies ist die entscheidende Verwandtschaft zwischen cg— und Gradientenverfahren.

In Lemma 10.3.1 haben wir gezeigt, dafl * genau dann die Gleichung Ax = b 16st, wenn es die
Funktion f(z) = 327 Az — 2Tb minimiert. Fiir das Gradientenverfahren aus (10.3.4) erhélt man
mit beliebigem Startwert xg € R™ als erste Richtung

dy := =V f(xg) =b— Axg =: 19

als Residuum des Startwerts. Nehme nun fiir £ = 0,1,2,... als di41 denjenigen Anteil des
Residuums —V f(zp41) = b — Axgy1, der zu dy,. .., d; konjugiert ist. Setze also an
k k
eyt = —dip1 + > Bidy <= dip1 = —ripa + > Bd;.
§=0 §=0

Stelle dabei sicher, dal 7,11 & span{dp,...,dx} ist, denn sonst ist di11 = 0 moglich. Es 148t
sich sogar erreichen, dafl 3; = 0 fiir alle j = 0,...,k — 1 ist:

Lemma 10.4.11 Seidy=b— Axg = —rg. Fiir k=0,1,2,... setze

o
By = 1k (10.4.12)
Tk Tk
solange 7 # 0 und
dip+1 = —Tk+1 + Ordk. (10.4.13)
Dann gilt: die d; sind konjugiert, d.h. leAdj =0 fiir ¢ # 7, und
dzTTj = _rzTTj =0 (10414)

fiir ¢ < j.

Beachte: Sobald 7, = 0 = Azy — b gilt, ist man fertig. d’ r; = 0 galt fiir 4 < j schon in (10.4.10).

Beweis: Wir zeigen mit vollstandiger Induktion iiber &, daf die d11 geméaf (10.4.13) konjugiert
sind. Fiir den Induktionsanfang sei k& = 0. Wegen (10.4.10) und der Wahl von dj gilt

0= dgrl = —T(:)Frl.
Also sind dy und 71 linear unabhéingig und man kann ansetzen
dy = —r1 + vdo.
Nun gilt mit ap gemif (10.4.5)

aodgAdl = aodgA(—Tl + ’ydo)
—apdd Ary + yaod] Ady
—aodOTArl — ’ydOTro

—aodOTArl — rgrl + fyroTro
—(ro + aoAdo)Trl + ’)/T‘(I;T‘Q

T T
= —riri+yryro,
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d.h. dp und d; sind genau dann konjugiert, also dgAdl = 0, wenn

T‘{Tl
gilt, was den Induktionsanfang beendet. Induktionsannahme: Seien dy, ..., d; konjugiert. Wir

haben zu zeigen, daf§ dann auch dy, . .., dk+1 mit diiq geméf (10.4.12) und (10.4.13) konjugiert
sind. Mit «y aus (10.4.5) gilt wieder

opdp Adgs1 = agdy A(=rps1 + Brdy)
—apdf Arigy + Brogdy, Ady,
= —(rp + arAdp) g — Brrt di

T T
Ty 1Tk41 + Brrg Tk

Also ist diy1 genau dann zu dj konjugiert, wenn

T
B, = Tht1Tk+1

T
Y’k Tk

gilt. Es bleibt zu zeigen, dal rl 141 = 0(= —rldy) gilt. Dies aber folgt aus

T T
Te1Tk = Tpp1(Be—1dk—1 — dy)
T T
= Be-1"kp1dk—1 — Thy1dk
= 0.

Nun konnen wir den Algorithmus des cg—Verfahrens angeben.

Algorithmus (cg—Verfahren): Gegeben seien eine Matrix A € R™ ™ symmetrisch positiv
definit und b € R™. Gesucht sei die Losung z* der Gleichung Az = b, die gleichzeitig die
Funktion f(z) = 327 Az — 27b minimiert.

e Wihle x5 € R" und setze
do = —Vf<$0) =b— A$0 =: —Tp.

e Fiir £k=0,1,2,... berechne dann

T

o = T Tk
- T
dk: Ady,
Tp41 = T+ agdy
Thyl = Tk + o Adyg.

Falls zj11 geniigend genau (oder ri4+1 = 0) breche ab. Sonst setze

T
By = Tht1Tk+1
= T

T’kY’k

dpv1 = —Tpg1 + Brdy.
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Beachte die besondere Form von ¢y in diesem Algorithmus:

—Tz:dk _ —T%(—Tk -l-,Bk,ldk,l) _ TZ;Tk 8 1(TTdk 1) _
(di, di) A (di, di) A (di,di)a TR

T’,Z;?“k
(d,di)a’

Eine etwas andere Sichtweise des cg—Verfahrens ist die folgende: Nach (10.4.5a) besitzt die exakte
Losung z* von Az = b die Darstellung

A —

n—1
¥ = xo+ Z ajd;
7=0
k—1 n—1
= xg9+ Zajdj + Z Oéjdj
§=0 j=k

n—1
= I+ Z Oéjdj,
j=k
was dquivalent zu
n—1
iL'* — X = Z Ozjdj
j=k

ist. Damit gilt weiter

n—1
(.ZL'* —mk,di)A = Zajdj,di
j=k A

n—1
= > aj(dj,di)a
=k

)

fiir i < k, was (z* — xp,v)a = 0 fiir alle vy, € Vi, = span{dp, ..., dk_1} impliziert. Dies ist nach
Satz 4.3.3 dquivalent? zu

[ — g4 = min [|(z" — o) — x4,
eV,

d.h. das cg—Verfahren erzeugt, da die d; konjugiert sind, eine A—orthogonale Projektion auf den
Teilraum Vj. Das Gradientenverfahren produzierte ebenfalls eine in xy + V; liegende Loésung,
diese hatte allerdings nicht minimale Energienorm.

Konvergenzgeschwindigkeit

Satz 10.4.15 Fiir das cg—Verfahren gilt mit jedem beliebigen Startwert zo € R™

k
* k—1 *
e, — 2|4 <2 <£+1> |zo — z*|| 4, (10.4.16)

wobei k = ka(A) die spektrale Kondition von A bezeichnet.

3In Kapitel 4 wurden bei der Behandlung linearer Ausgleichsprobleme orthogonale Projektionen auf einen
Unterraum U, C V eines Vektorraums V betrachtet, und zu gegebenem v* € V ein u,, € U, gesucht, welches die
Gleichung

lo" —unl = min o* —ul
un€Un

erfiillte.
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Beweis: Einen Beweis findet man in [DH], p. 278f.. n

Gleichung (10.4.16) besagt, wie der Anfangsfehler im wungiinstigsten Fall reduziert wird, d.h.
wenn k so gewihlt, ist dafl die rechte Seite kleiner als die Toleranzgrenze gew&hlt ist, so gilt
natiirlich

|l — 2|4 < tol.

Vorkonditionierung

Anstelle das cg—Verfahren auf die Gleichung
Ax =b

anzuwenden, kann man auch das vorkonditionierte pcg—Verfahren (preconditioned conjugate
gradient) auf die Gleichung
BAx = Bb

anwenden, wobei B ~ A~! entspricht. Dabei wird der Wert fiir die Kondition in (10.4.16) zu
k = ka(BA). Typische Wahlen von B sind z.B.
B=(D—-wL)™},

wie beim SSOR—Verfahren, wobei A = D + L + U gelte. Weiterhin kann man aber auch eine
yunvollstindige“ CHOLESKY—Zerlegung der Matrix A derart durchfithren, dafl man nur ein Band
um die Diagonale nach der CHOLESKY-Methode zerlegt, so da A ~ LLT gilt, und dann

B=(LL™)!

setzt. Dies Verfahren heifit ILU-Verfahren. Auf diese Art und Weise kann man die Anwen-
dungsmoglichkeiten des Gradienten—/cg—Verfahrens auch auf Fille erweitern, in denen die Ma-
trix A nicht positiv definit ist.



11 Numerische Integration

Integrale sind analytisch oft nicht geschlossen
berechenbar, was eine Numerische Berechnung
eines RIEMANN—-Integrals der Form

/ab f(z)dzx /

notwendig macht. Unter einer solchen Numeri-
schen Integration oder Quadratur versteht man
die Aufgabe, den Fldcheninhalt I(f) unter dem
Graphen von f durch die Berechnung eines Qua- a b
drats zu approximieren. Bei mehrdimensionalen
Integranden spricht man demgemé&fl von Kuba-

tur.

11.1 Einleitung und klassische Methoden

Im folgenden sei die Aufgabe gestellt, das Integral

= /ab f(x)dx

mit einer meist stiickweise glatten und stetigen Funktion f € C([a,b]) zu berechnen. Die
grundsétzliche Idee hierbei ist, die Funktion f durch eine Funktion f zu ersetzen, so dafl I(f) be-

rechenbar wird. Zur Abschitzung der Kondition dieser Quadraturaufgabe seien I := ff f(x)dx
und I := fab f(z)dz mit einem gestorten Integranden f. Es gilt

11| (f( ) = f(x))dz

< / f(z x)|dw

< (b—a) suwp |f(z) - f(o)]

z€la,b]
= (b=a)llf = flloo,[ap]s

d.h. die absolute Kondition des Integrationsproblems ist gut. Fiir den relativen Fehler gilt

11|

b rs ~
|[| < (b ) Hf f“oo“f”oo . fa ||f||oodl‘ ||f — f”oo . M

P f@drllflee | [P F@)dz] Wfle 7 Tfleo

Falls f also stark oszilliert, kann

z)dz| < (b—a)||f|lo

gelten, also ke > 1 sein und damit die relative Kondition sehr schlecht sein.



11.1 Einleitung und klassische Methoden

Klassische Integrationsverfahren

Zur Berechnung von I(f) = ff f(x)dx kann man so vorgehen:

1. Unterteile das Intervall [a,b] fir k =1,...
stanten Stiitzstellen ¢, = a + kh und h = =

137

,n in n Teilintervalle [t;_1,t;] mit den dquidi-

2. Approximiere f auf jedem Teilintervall [t;_1,tx] durch eine einfach zu integrierende Funk-

tion g und benutze den Zusammenhang

Z ' dw~2/tkf d:c—/f

te—1

tk—1

Es werden nun drei derartige Verfahren vorgestellt.

(11.1.1)

Beispiel 11.1.2 (Rechteckregel) Eine mogliche Wahl ist gi(x) := f(tx—1) fiir x € [tr_1, tx].

h):=h>_ flte-1)
k=1

Dann ist

ein Néherungswert fiir das Integral I(f). Mit
TAYLOR-Entwicklung um ¢;_4

f(x) = fltp—r) + (z = tr_1) F(6),

(€ € [tr—1,tx]) gilt fiir die Approximationsgiite
(2
hftt) = [ S
te—1

B / ) f(z)da + O(h?),
te—1
was

R(h) = h ftkl

=1

= ( " fx dx+0(h2)>

= /f )dz + nO(h?)

= / f(z)dx + O(h)
= I(f)+0O(h)
ergibt. D.h. der Fehler I(f) — R(h) geht fiir h — 0 von der Ordnung O(h) gegen Null und die

Rechteckregel ist ein Verfahren erster Ordnung.

tg

Beispiel 11.1.3 (Mittelpunktsregel) Wihle gi(z) := f (%) fir € [tg—1, tg], was eine

—h i f (tk_l; tk)
k=1

Naherung
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fiir das Integral I(f) ergibt. Man kann wie oben 9k /
mit TAYLOR-Entwicklung um ¢;_; zeigen, daf \/

fir f € C?([tx_1,tk])

te—1 +1 & 1"(&) o
" (W> = | f@dr— =5
tp—1
oo Bl gy

fiir ein & € [tr—1, tx] gilt. Damit ist

S s

k=1"Ytk-1 k=1
b "
[ pwyin -3 L8
a k=1
=t I(f) — En(f)

Fiir den Diskretisierungsfehler (Verfahrensfehler) erhdlt man somit

g // 1 h2 1
B \_24Z|f < ol e = b= @l

Das Verfahren ist also zweiter Ordnung, da der Fehler fiir h — 0 mit h? gegen Null geht. m

Sehr bekannt ist auch die folgende Methode:

Beispiel 11.1.4 (Trapezregel) Ersetze f auf [tx_1,tx] durch die lineare Interpolation von
f(tk—1) und f(tx), d.h. f auf [a,b] durch einen Polygonzug bzw. linearen Spline.

Wiéhle dazu in (11.1.1)

gr(e) 1= T ) + B () —
fir x € [tx—1,tx]. Dann gilt Ik
t R(R)
k 1
| @ = (st + 00 |
) tr_1 tg

und die I(f) approximierende Fliiche ist ein Tra-
pez. Fiir die Trapezsumme gilt

R(h) = [;<f<a> RO +Y f(t“)] .

k=1

Man kann wie bei der Mittelpunktsregel zeigen, daf fiir f € C?([ty_1,tx]) und &, € [tp_1, s

na )+ 5w = [ fye+ TSy

te—1
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und damit fiir den Diskretisierungsfehler

h? h?
[En(DI=1(f) = R(W)] < 15 21" < 350 = a)ll/"]le
k=1
gilt, das Verfahren also von zweiter Ordnung ist. "

11.2 Die NEwTON-COTES—Formeln

Im folgenden stehe [c, d] statt [ty_1, tx] fiir ein typisches Teilintervall. Obige Beispiele waren von
folgendem Typ: Seien x, ...,z € [c,d] verschieden. Approximiere f durch das Interpolations-
polynom P(f|zo,...,xm)(x) € Py vom Grad m (vgl. Kapitel 8), d.h.

d d
I(f):/ f(x)dac%/ P(flxo,...,xm)(x)dz =: I,(f). (11.2.1)

Konkret waren dies m = 0 und xy = ¢ bei der Rechteckregel, m = 0 und x¢ = %i bei der
Mittelpunktsregel sowie m = 1 und zg = ¢, x1 = d bei der Trapezregel. Da P ein Polynom ist,
sind die Integrale einfach zu berechnen. Weiter gilt

Bemerkung 11.2.2 Sei [,,,(f) durch (11.2.1) definiert. Dann gilt fiir jedes Polynom @ € Py,
vom Grad m

d
1(Q) = 1(Q) = / Q(x)dz.

Man sagt, die Quadraturformel ist exakt vom Grad m.
Beweis: Wegen der Eindeutigkeit der Polynominterpolation (vgl. Satz 8.2.7) gilt Q(z) =

P(Q|xo,...,xm)(x) fir jedes Q € P,,. Weiter liefert die Integration gleicher Integranden das
gleiche Integral. "

Zur praktischen Auswertung von I, (f) benttigt man eine Darstellung von I,,,(f). Die Darstellung
des Interpolationspolynoms P(f|zo,...,Zy)(x) mittels der LAGRANGE-Fundamentalpolynome
aus (8.3.5) liefert das folgende

Lemma 11.2.3 Es gibt Gewichte co, ..., ¢p, so dal I,,(f) in (11.2.1) die Form
L(f) =R cjf(x))
mit A = d — c erhélt. Die ¢; sind durch
1 [ 5 - Tk
R d
< h/C H Tj— Tk v
k=0

kg

bestimmt.
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Beweis: Ubung. "

Wiéhlt man nun die Stiitzstellen x; dquidistant, d.h.
a:j =c+ ~h
m

mit A = d — ¢, dann 1d8t sich I,,(f) in der Form

La(f) = b eifle+&h) (11.2.4)

§=0
schreiben, wobei die normierten Stiitzstellen {; = % und die Gewichte ¢; unabhéngig von [c, d]
sind. Dies sind die NEwWTON-COTES-Formeln.

Die folgende Tabelle gibt fiir verschiedene Werte von m zugehorige Stiitzstellen, Gewichte, Feh-
lerabschétzungen und Konvergenzordnungen an:

m Verfahren Stiitzstellen Gewichte Diskretisierungsfehler |  Ordn.
d
3 ¢; Lu(f) — [* f@)de | auf [a,d]
0 Rechtecksregel 0 1 O(h?) 1
0 Mittelpunktsregel 3 1 = h3f7(€) 2
1 Trapezregel 0,1 %’ % %h?’f”(f) 9
5
2 SIMPSON—Regel 0,3,1 121 . (%h)s FD) 4
3 %—Regel /pulcherrima 0,1%,1 %5)1 ; 3%2, %1,2% ,3% i % (%1 h) . fH(€) 4
6
4 MILNE-Regel 0,735 1 | 95595 90> 50> 90 o (5h) (&) 6

Fiir m > 6 treten negative Gewichte auf, so dafl die Formeln numerisch unbrauchbar werden.
Um das Integral nun praktisch auf ganz [a,b] zu berechnen, unterteilt man das Intervall wie
oben fiir k = 1,...,n in Teilintervalle [t;_1,tx] mit tx = a+kh und h = b;—“ und wiederholt den
obigen Proze auf jedem dieser Intervalle.

Beispiel 11.2.5 Eine Anwendung der SiMPsSON—Regel auf jedem Teilintervall [c, d] = [tx—_1, tk]
ergibt die summierte SIMPSON—Regel

b
R(h) = / f(@)dz + En(f)

mit
R(h) = g [f(to) Laf (“;“) 2f(t) + Af (“?) +...+f(tn)]
und
4
En() = 1R(h) = I()] < 5ee5(b= ) f V.

Man beachte noch, dafl die h—Potenz im Restglied fiir m und m + 1 gleich ist, falls m gerade ist.
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11.3 Die EULER—MACLAURIN’sche Summenformel

Zur Abschitzung des Diskretisierungsfehlers bei den NEWTON—COTES—Formeln wurden die iiber
die TAYLOR-Entwicklung hergeleiteten Identitéten

y <c;d) B /Cdf(x)d:c— 11(8) 1s

24

mit £ € [, d] fiir die Mittelpunktsregel und

(&), 3
"

1 d
hy(f()+ 1) = [ fado+
C
fiir die Trapezregel verwendet. Diese sind Spezialfille der EULER-MACLAURIN’schen Summen-
formel. Diese wiederum ist zur Herleitung der Eztrapolation im nichsten Kapitel an sich niitz-
lich. Fiir die Herleitung der EULER-MACLAURIN’sche Summenformel werden die BERNOULLI-
Zahlen benotigt, welche wiederum iiber die BERNOULLI-Polynome definiert werden. Sei zunéchst
le,d) = [0,1].

Bemerkung 11.3.1 Die durch die Folge von Polynomen {By(z)}x>o definierten Polynome

BQ(QS‘) = 1
1
Bi(z) = z— B
1
BQ(QL‘) = .’L‘2 —x+ 6
3 1
Bs(z) = a%— 5562 + 2%
1
By(z) = zt—2% 42— =

heiflen BERNOULLI-Polynome. Sie sind allgemein durch die Rekursion
Biyy1(z) = (k+ 1)Bi(x)

fir k = 1,2,... definiert, die die Bpy; allerdings nur bis auf eine Konstante festlegt. Diese
Konstante ist so gewahlt, dafl

Bok+1(0) = Bog+1(1) =0

fiir alle £ > 0 gilt (mehr in [S]). Man nennt By, := By(0) die BERNOULLI-Zahlen (# 0 fiir gerades

kE>1):
By=1, B;= By=—--, Bg=--, Bg=-—

1
6’ 30 42 30’

Damit gilt fiir g € C%*2([0,1]) und ¢ € (0,1) die EULER-MACLAURIN’sche Summenformel

/ gty = 20 4 90 5 Bae gy gern ) - B jesag 113
0

2 2 £ (2h) (25 + 2)!
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Beweisidee: (Einen vollstdndigen Beweis findet man etwa in [S].) Forme fo x)dx durch parti-
elle Integration sukzessive um und verwende die Rekursionsformel fiir die BERNOULLI Polynome,

d.h.
/ d:n—/ Bo(z)g(z)dx = Bi(x ‘ —/ 2)g (2)da.

Nun 148t sich das Integral auf der rechten Seite durch

1
| B @i = 3B - 5 / ()" (x)da
0
ausdriicken, wobei wieder B)_,(z) = (k + 1)By(x) fiir k = 1,2,... gilt, usw. n
Nun werden wir eine entsprechende Darstellung fiir [;* g(«)dz und danach eine fiir ff f(z)dzx
herleiten. Dies wird dann einen Zugang zu Extrapolationsverfahren liefern. Durch wiederholte

Anwendung von (11.3.2) auf Integrale in den Grenzen i — 1 und ¢ und Summation iiber i =
1,...,n erhélt man mit & € (i — 1,4) und £ € (0,n)

/Ong(ac)dac = Z/;lg(x)dx

=1
= g+ gt 2
3 (0 ) - P S e
_ 9(20>+g(1)+.. +g(n—1)+g(2n)
+ ;1 (l;i';! (9%1(0) = V() ) ~ (£2f22)!ng(25+2)(§),(11-3-3)
denn es gilt .
min g2 (g;) < % ; g2 (&) < max g2 (gy),

25+42)

was die Existenz eines & € (min &;, max &;) fiir ein stetiges g mit der Eigenschaft
(2 (2

23+2 Z g 2s+2)

impliziert. Fiir ein beliebiges Intervall [a,b] mit Bruchstellen ¢, = a + kh und h = = fiir
k=0,...,n leiten wir die (11.3.3) entsprechende Summenformel mittels Variablensubstitution
wie folgt her: setze g(z) = f(a + xh). Dann gilt

o ['g(x)dz = [ fla+ah)dz = [°ft)d =1 [° f(t)dt;
o gW(x) = f®(a+ah)h*, k= 0;

o 19(0)+g(1)+...+gn—1)+22 = 1Dy ratrh)+ flat2h)+...+ f(0—h)+IP = 1T(n),
wobei T'(h) = R(h) der Trapezsumme aus Beispiel 11.1.4 entspricht.
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Damit ergibt aus (11.3.3) insgesamt

1 _ 1 - Bak ;o1 (2k—1) (2k—1) Bas+2 2542 £(2542)
i POyt = G0+ 32 Gt (140 = FHD0) = Gy g

mit £ € (a,b) oder dquivalent dazu

b s
T(h)—/ fdt+Y
a k=1

B ) _ B, 542 §(2s
B (410 ) - P )

(11.3.4)

Beachte, dafl dies eine Entwicklung der Trapezsumme nach Potenzen von h = (’_T“ ist. Daher
1aB3t (11.3.4) sich auch als

T(h) = 10+ T1h®> + Toh* + ... + 7sh? + a1 (R) 2 (11.3.5)

schreiben, wobei 7 := ff f(t)dt = I(f) das gesuchte Integral, 7; := (]gf)’, (f(%_l)(b) - f(%_l)(a))

unabhéingig von h und as41(h) == (552153! (b—a) fZs+2(£(R)), € = £(h) € (a,b) das Restglied mit

s (h)] < '(2?;*;)!@— a>\ [re=2] (11.36)
ist. Entwicklungen der Form (11.3.5), bei denen die Koeffizienten 7; unabhéngig von h sind
und das Restglied unabhéngig von h beschrinkt ist, heilen asymptotische Entwicklungen. Fiir
h = 0 liefert T'(h) das gewiinschte Integral T'(0) = 79 = fab f(t)dt. Als néchstes wird anhand
der asymptotischen Entwicklung fiir die Trapezsumme (11.3.5) gezeigt, wie man die Genauigkeit
beim Integrieren verbessern kann.

11.4 Extrapolation

Das wichtige Prinzip der Extrapolation ist in der Numerik eine allgemeine Methode zur
Verbesserung der Genauigkeit. Im Fall der numerischen Integration 148t sich dies fiir die
Trapezregel wie folgt verwenden: Oben haben wir gesehen, daff die Trapezsumme T'(h) =

h (@ + fla+h)+...+ f(b—h)+ @) in (11.1.4) zur Berechnung von fabf(:r)dx eine Ap-
proximation der Ordnung h? ist. Andererseits besitzt T'(h) eine asymptotische Entwicklung
(11.3.5), falls f € C*72([a, b]):

T(h) — 70 = T1h®> 4+ Toh* + 73h® + ... 4 7h* + O(h**T?). (11.4.1)

Die Idee der Extrapolation besteht nun darin, zur Verbesserung der Genauigkeit den Term T'(h)
flir Schrittweiten

h h h
ho=h, hi=—=, ha=—, ..., hp=—
0 ) 1 9’ 2 4’ s om
zu betrachten. Bilde anschlieBend aus T'(hg), T'(h1), T(h2), ..., T(hy) das Interpolationspo-

lynom (in h?), das dann an der Stelle h = 0 ausgewertet wird. Dieses Verfahren heifit Extrapo-
lation, da 0 & {ho,...,hm}.

Diese Idee wenden wir auf (11.4.1) an: Bildung von 7' (%) ergibt

h 2w, T3 Ts 525 2542
T<2>—7'0 = T17+*h +%h ++ﬁh +O(h )

::%W+ﬁﬁ+ﬁW+m
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Nach Multiplikation mit 4/3 und Subtraktion von 1/3-mal (11.4.1) fillt der h>-Term heraus,
so daf

4 h 1 4 1

ST (2 ) =3T(h)) — om0+ 570 = Rh* + 73h°
<3 <2) 3 ()> 3To—|-37'o Toh™ + T3n" +

4

<3T (’;) - ;T(h)> —I(f) = Rh* + 73RS + ... (11.4.2)

gilt. Durch einfaches Kombinieren der Trapezsumme bzgl. h und bzgl. % 148t sich die Genauigkeit
also auf h?* steigern.

Die Ann#herungsformel

Ti(h) = gT (Z) _ éT(h) (11.4.3)

148t sich auch wie folgt erkldren: man bestimmt das lineare Interpolationspolynom der Funktion
T(Vz) =710+ 112+ T 4 ..+ T + O(xSH)

mit £ > 0 zu den Punkten

was

() —T(n)

P (T(\[)‘h27 (Z) 2) (x) =T(h)+ T(Qh)Q_hg(w - 1?)

ergibt, und wertet P an der Stelle z = 0 aus (extrapoliert, weil man 7'(0) annidhern will), d.h.

P(Tm\h% (’;)) 0 = ((5)) il
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Eine Wiederholung obiger Idee mit T} (h) = %T (%) — 17(h) aus (11.4.3) liefert folgendes: nach
(11.4.2) gilt

Ti(h) = I(f) = %h*+7h%+ ...+ 0>
h h* R’
Til=)—I(f) = e +f—+... 25%2),
L(5) -1 = A+ g+ 002
Multipliziere die erste Gleichung mit 1—15 und ziehe sie vom %ffachen der zweiten Gleichung ab.
Dann gilt

16 <T1 <h> —I(f)> _ 1 (T1(h) = I(f)) = 73hS + ... + O(h>+?)

15 2 15
16 h 1 Y 25+2
< 15T1 <2> 15T1(h) I(f) =T3h +...+O(h ),

d.h. .
Th) = 16T1(215 T1(h)

hat einen Fehler der Ordnung 6. T»(h) 148t sich wie T3 (h) tiber Extrapolation, erklaren, d.h. es

gilt 2 2
P <T\/‘h2, <Z> <Z> ) (0) = Ty (h).

Ty (h) ist also die Auswertung an x = 0 des quadratischen Interpolationspolynoms von 7'(y/+) an
den Stiitzstellen h?, (%)2 ) (%)2.

Allgemein gilt folgendes Schema: Sei h eine feste Anfangsschrittweite (z.B. h = b — a). Definiere

T,o = T(27'h), i=0,1,2,...
PT; 50 —Tim1j-1 . L
E,j = 134j_11 : sy J=14L2,..., 12>

Dies ergibt das sogenannte ROMBERG—Schema aus den 50’er Jahren:

T(h) =To,
N\

T(§) =T — T

. N N

T(3) =T — Toq — T (11.4.4)
N N N

T (%) =130 — 131 — T30 — 133

T($) =T - - .

Das ROMBERG—Schema entspricht dem Schema von NEVILLE-AITKEN aus Kapitel 8 zur Aus-
wertung von P an der Stelle x = 0. Es ist so angelegt, dafl der Fehler in der j—ten Spalte von
der Ordnung 2j ist, d.h. T, liefert eine Approximation von fiir I(f) von der Ordnung 2s.

Bei der praktischen Durchfiihrung des Extrapolationstableaus (11.4.4) mufl man die Werte

T(h), T (%) ,T (%) R & (2%) berechnen. Dabei greift man auf schon berechnete Werte zuriick:

fir h = b — a etwa gilt T'(h) :h<@+@). Weiter ist 7 (%) :h(@+f(a+%)+@),

so daf nur f(a + %) neu berechnet werden muf usw.
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Ein praktisches Problem ist, dafl man oft nicht von vornherein weif}, wie man s zu wéhlen
hat, damit das Integral mit der gewiinschten Genauigkeit approximiert wird (sonst kénnte man
zuerst alle Funktionswerte f(a + 27%h) berechnen, die in T’ (2%) auftreten, und dann von ,fein
auf grob“ arbeiten). Stattdessen berechnet man einige Spalten des Tableaus und priift etwa

|Ti—1,; — T; ;| < ec, wobei c eine grobe Néherung fir f; |f(z)|dz und ¢ klein ist.

Das ROMBERG-Schema in (11.4.4) beruht jeweils auf Halbierung der Schrittweite, also der
RoOMBERG—Folge

h h
ho=b—a, hi =<, ha=—, ...
0 a, =5, "2 =7,
Es gibt auch andere, z.B. die BuLirRscH-Folge
_ _ho _ho
ho—b—a, h1—2,h2—3,...

Der Vorteil hier ist, daf§ die Rechenarbeit bei der Auswertung von f nicht so stark ansteigt, aber
man dafiir auch den Fehler nicht so stark reduziert.

Ausgangspunkt fiir das Extrapolationsschema war die Existenz einer asymptotischen Entwick-
lung (11.4.1). Daher ist auch eine Verallgemeinerung auf andere Situationen moglich, z.B. nume-
rische Differentiation, gewisse Diskretisierungsschemata bei gewohnlichen Differentialgleichun-
gen sowie Fehlerschétzungen (vergl. hierzu [S], [DH]).

11.5 Gauss—Quadratur

Bei den NEWTON-COTES-Formeln in (11.2.4) entsprechen sich im wesentlichen der Grad der
Exaktheit (d.h. die Polynome werden bis zu diesem Grad exakt integriert) und die Anzahl der
Stiitzstellen. Letztere waren zunéchst willkiirlich als dquidistant vorgegeben worden. Wir gehen
nun der Frage nach, ob man durch eine geeignete Wahl der Stiitzstellen und Gewichte den
Exaktheitsgrad erh6hen kann. Wir halten zunéchst fest, dal man in der Formel

m

Ln(f) =hY_cif(x;)

J=0

bedingt durch die Stiitzstellen xg, . . ., 2, und die Gewichte cg, . . ., ¢;, 2m+ 2 Freiheitsgrade hat.
Unsere Aufgabe sei es nun, das Integral

d
/ w(z) f(z)dz (11.5.1)

mit einer Gewichtsfunktion w(z) > 0 durch Ausdriicke
m
> wif(x) (11.5.2)
=0

zu approximieren, so daf3 die Integration exakt fiir Polynome maoglichst hohen Grades ist, d.h.
so daf3

d m
/ w(z) f(z)dr = ijf(:):j) (11.5.3)
c =0

fiir alle f € Py ist fiir moglichst grofles N. Wenn die x; hier dquidistant gewéhlt werden, so
entstehen die NEWTON-COTES-Formeln mit N € {m, m + 1}.
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m
Bemerkung 11.5.4 Esgilt N < 2m+2, denn: Sei N = 2m+2 und wihle P(z) = [[ (z—z;)? €
i=0
Pom+2. Dann gilt

m d
0= ijP(xj) = / w(z)P(x)dx > 0.
j=0 ¢
Widerspruch, da P(x) > 0 als quadratisches Polynom ist. "

Aber N = 2m + 1 ist moglich:

Satz 11.5.5 Es seien w(z) > 0 eine feste Gewichtsfunktion auf dem Intervall [¢, d] und (f, g) :=
fcdw(a:) f(z)g(z)dr das zugehorige gewichtete Skalarprodukt. Zu beliebigem m € N existieren

eindeutige, paarweise verschiedene Stiitzstellen xq,...,x,;, € (¢,d) und eindeutige Gewichte
wo, - - . ,Wm, so daf}
m d
S wif(e)) = [ wl@)f s+ E(F) (11.5.68)
Jj=0 ¢
und
E(f)=0 (11.5.6b)

fiir alle f € Popyy1 gilt, d.h. die Quadratur (11.5.6a) ist exakt vom Grad 2m + 1. Genauer gilt:
Die z; sind die Nullstellen des (m + 1)-ten Orthogonalpolynoms P, beziiglich w und

w-—/dw(x) ﬁ TR de >0 (11.5.7)
7 c Tj — Tk ’ e
k=0
ki
wobel £, (x) == [] f]_j;’“k die LAGRANGE-Fundamentalpolynome aus (8.3.5) sind. Fiir den
k=0
Kt
Fehler gilt, falls f € C?™*2([¢,d]) ist,
f(2m+2)(§)
E I Shp P, 11.5.
_ S T 2
= amio ), w(x) g(xz‘l) dx
mit £ € (¢, d), d.h.
£ o e
E(f)] < |Pns1 -
B < IPnalP g 25

Orthogonalpolynome sind Folgen {Py}r>o von Polynomen, exakt vom Grad k, die fiir ¢ # j die
Gleichung

b
/ w(z)Pi(x)Pj(x)dz =0
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erfiilllen. Man kann zeigen, daf es zu jedem Skalarprodukt (mit Gewichtsfunktion w) eindeutig
bestimmte Orthogonalpolynome mit fithrendem Koeffizienten 1 gibt. Jedes Orthogonalpolynom
hat genau k einfache Nullstellen a < x; < b fiir ¢ =0,...,k — 1, so dafl die Darstellung

k-1

Py(x) = H(ac — ;)

=0

existiert. Die folgende Tabelle listet géngige Orthogonalpolynome auf.

Bezeichnung [a, D] Gewicht w (Prm+1s Pmt1)
GAUSS—LEGENDRE [—1,1] 1 =
GAUss-TSCHEBYSCHEFF | [—1,1] (1—t)~Y2 | Zfirm>0
GAUSS—-LAGUERRE [0, 00 t% 7t a>—1 %
GAUSS-HERMITE (—00, 00) et V2!

Die GAUSS—LEGENDRE—-Polynome kommen nur selten vor, da die Trapezsummenextrapolation
meist tiberlegen ist. Bei den GAUSS—TSCHEBYSCHEFF—Polynomen kann die Extrapolation nicht
angewandt werden, da w bei |¢| schwach singulér ist. Die Giite der Approximation kann fiir w # 1
nur durch Erhdhung der Ordnung, nicht durch Zerlegung in Teilintegrale erfolgen.

Beweis von Satz 11.5.5: Sei P11 das Orthogonalpolynom bzgl. w vom Grad m+ 1. Fiir jedes
Polynom P € Pa;,4+1 lassen sich nach dem EUKLID’schen Algorithmus Polynome Q, R € Py,
konstruieren, so dafl

P = Pm-i—lQ +R

gilt. Eine Auswertung von P,, 1 an den Nullstellen zy, . .., x,, ergibt
P(xj) = Pmy1(2;)Q()) + R(x;) = R(x;)
fiir alle j = 0,...,m. Betrachte R als Interpolationspolynom. Die LAGRANGE-Darstellung von

R zu x; lautet

R(z) = Z R(z;j)ljm(z) = Z P(zj)ljm(z),

j=0 =0

<

was

I(P) =

w(x)R(z)dx

d
() / () () de

I
o)

= > P(zj)w;

impliziert und die Gleichungen (11.5.6a) und (11.5.6b) zeigt. Bleibt noch w; > 0 zu zeigen.

Definiere )
Sj(x) = =05, € Pam
]( ) H (xj_$k> j 2
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fir j =0,...,m. Dann gilt
d m
0< / w(z)Sj(z)de = ZwiSj(wi) = wj
¢ i=0
fir j = 0,...,m. Die Darstellung des Fehlers (11.5.8) folgt aus der Darstellung des Fehlers bei
der Polynominterpolation, der TAYLOR—Entwicklung und den Eigenschaften der Orthogonalpo-
lynome [DH]. "

11.6 Schwierige Integranden

Bei den bisher diskutierten Methoden zur Berechnung von f; f(x)dx treten Probleme auf, wenn
f unstetig ist. Wenn Unstetigkeitsstellen bekannt sind, unterteile das Integral dort. Sind diese
nicht bekannt und werden nicht mitbehandelt, liegt keine Konvergenz vor bzw. treten falsche
Ergebnisse auf. In solchen Féllen sollte man adaptive Quadraturverfahren verwenden ([DH]).
Bei Polstellen liegt der sogenannte Nadelimpuls (cusp) vor, so dafl jedes Quadraturprogramm
versagt, wenn die Spitze geniigend schmal ist.

Im Fall, daB f schwach singulér ist, d.h. die Ableitung f*) nicht fiir ein oder mehrere k existiert,
(z.B. bei

I(f) = /OW\/{Scostdt

hat die Ableitung f’(t) = 6205\/; ++/t(—sint) bei t = 0 eine Polstelle) werden adaptive Quadratur-
verfahren extrem langsam und nicht—-adaptive liefern falsche Ergebnisse. Hiufig ist es in solchen
Fillen moglich, die Singularitiit durch eine Substitution zu beseitigen. Setze oben z.B. s = /1.

Dann wird das Integral zu

™ VT
/ Vtcostdt = / s cos 52(2s)ds.
0 0

Als Faustregel sollte man generell, wenn man nicht weif, ob f glatt ist, die Quadraturmethode
sorgfiltig wahlen.

11.7 Zweidimensionale Integration

Quadraturformeln auf dem Einheitsquadrat [0, 1] und dem Einheitssimplex lassen sich mittels
affiner Transformationen auf beliebige Rechtecke und Dreiecke anwenden, da affine Transforma-
tionen den Grad der Exaktheit erhalten.

Integration iiber das Einheitsquadrat

Hier ergeben sich in natiirlicher Weise Produktformeln aus den univariaten Formeln. Zur Be-
rechnung von

1(f) = /0 1 /0 ' flay) dady

kann man in jede Richtung die NEWTON-COTES-Formeln (11.2.4) einsetzen (Tensorproduktan-
satz). Es gilt dann

I(f) =~ h? Z Z cici f(zih, yih) =: Iy,.
i=0 j=0

Man kann dann zeigen, daB I,, exakt fiir alle Polynome p € span{z¥14*2 : 0 < ki, ko < m} ist.
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Integration iiber das Einheitsdreieck

Hier besteht die Aufgabe darin, Quadraturformeln zu finden, so daf§ alle Monome der Form
zFryk2 0 < ki, ko und ki + ky < m exakt integriert werden. Beispiele vom Exaktheitsgrad 1
sind etwa

1,/11 1
Q) =5f (33) ol QU= g (F0.00+ F10)+ (0.1).
Vom Exaktheitsgrad 2 sind

Qf) = é [f (;0> + f <0, ;) + f <;;)
an-4[r () o (3) o (53]

Fiir weitere Details und andere Verfahren sei auf den Ubersichtsartikel [C] hingewiesen.

oder




Schluflbemerkungen

Die Inhalte der Kapitel 1 bis 11 bilden eine Ansammlung verschiedener Techniken zur Lésung
verschiedener Probleme: Interpolation, numerische Loésung von Gleichungen und Gleichungssy-
stemen etc. Gemeinsamer Leitfaden war, diese Probleme rechenbar zu machen, d.h. sie in eine fiir
Rechner geeignete Form zu bringen. In dieser Vorlesung wurden dazu die wichtigsten Prinzipien
aus den einzelnen Bereichen vorgestellt. Zwei nicht behandelte Themen sind die Numerische
Differentiation und die schnelle FOURIER—Transformation. Den Rest der Vorlesung wird die
Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen einnehmen.



A Differenzenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen

Das Differenzenverfahren ist eine eher klassische Methode, um die Losung einer partiellen Dif-
ferentialgleichung zu ermitteln. Heute nimmt man dazu in aller Regel Variationsansdtze. Man
teilt partielle Differentialgleichungen in drei Gruppen ein. Dies sind elliptische, hyperbolische
und parabolische Differentialgleichungen. Die Diskretisierung elliptischer Differentialgleichungen
fiihrt auf grofe lineare Gleichungssysteme mit besonderer Struktur. Diese dienen als Prototyp,
um Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme zu testen. Daher kénnen wir die in Kapitel
3 erworbenen Kenntnisse auf dieses Problem anwenden. Sei  C R? ein offenes und zusam-
menh#ngendes Gebiet mit dem Rand 0f). Gegeben seien die Funktionen

f: Q=R
g : 0Q—R.

Wir machen uns nun auf die Suche nach einer Funktion v : Q — R, die das DIRICHLET-Problem

—Au = f inQ

(A1)
u = g aufdQ)

l6st, wobei
0? 0?

~ o2 T oy
der LAPLACE-Operator ist. Die erste Gleichung von (A1) ist die sogenannte PoO1ssoN—Gleichung.
Unsere Aufgabe sei es nun, das Problem (A1) approximativ zu losen. Dafiir nehmen wir 2 =
(0,1)? an. Um dies zu bewerkstelligen, wihlen wir die folgende Diskretisierung des Gebiets. Wir
legen ein uniformes, d.h. dquidistantes Gitter der Schritt— oder Maschenweite h = % iiber 2. Man
vergleiche hierzu die Skizze am Anfang von Kapitel 5 bei der Losung des STURM—LIOUVILLE—
Problems. Damit ist die Menge der inneren Gitterpunkte

Qn={(z,y) €eQ:xz=1ih, y=jh, i,j=1,...,N—1}
und der Randpunkte

oy, =A{(x,y) €00 :x =1ih, y=jh, i,j=0,...,N}.
Jetzt berechnen wir Néherungen fiir die Funktionswerte u auf €, mit

mit z € . Die Idee hierzu ist, da man die Differentialgleichung (A1) diskretisiert und

das hierdurch entstehende Gleichungssystem 16st. Dies machen wir auf die folgende Art
2 2

und Weise: Wir ersetzen die Terme % und g—yg durch die jeweiligen Differenzenquotienten

0u(z,y) _u(r = hyy) = 2u(x,y) +ul(z + h,y)
Ox2 - h?

Pule,y)  ulw,y—h)—2u(r,y) +ulz,y+h) (42)
Oy? - h?2 ’

Im folgenden gelte die Notation w;; ~ u(ih, jh). Damit gilt
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Pu ., . 1

@(zh,jh) ~ ﬁ(ui—l,j = 2Uij + Uit1,)

Pu, 1 (A%
@(Zha]h) ~ ﬁ(“m’fl = 2uij + Ui ),

und die diskretisierte Form von —Au = f ist

1
7z (i — Uim1j = Ui1j — i1 — Uige1) = fij (Ad)

mit f;; == f(ih,jh) und i, = 1,...,N — 1. Zur Berechnung von u;; werden Nachbarwerte
benutzt. Dies kiirzt man mittels eines 5—Punkte-Differenzensterns

A~A =14

2
hO—lO

ab. Dieser ist niitzlich fiir die geometrische Darstellung der Approximation auf 2j,. Zur Berech-
nung der u;; tiber lineare Gleichungssysteme ist eine derartige Festlegung n6tig. Wir nehmen hier
die lexikographische Numerierung von links unten horizontal nach rechts oben. Da die Rand-
werte durch die Problemstellung bereits bekannt sind und nur Werte in £, gesucht sind, gibt es

insgesamt
n:= (N — 1)2

Unbekannte. (A4) liefert somit ein Gleichungssystem der Grofie n:

Au=f (A5)
mit u = (w11, u12,U13, .-, un—1,8-1)"s tf = (fi1, fi2,..)7 und
T -1
- . .
A —— 1 . . . Rnxn
= Lo e RV,
-1 T

wobei I € RV-Dx(N-1) die Einheitsmatrix und
4 -1

1 e e
T — c RIV-Dx(N-1)

.o—1

-1 4

sind. Die entstandene Matrix A hat die folgenden Merkmale. Sie ist in der Regel recht grof3
und hat in jede Richtung (N — 1) Freiheitsgrade. Weiter ist sie symmetrisch positiv definit und

diinn besetzt, denn es gibt weniger als 5n von Null verschiedene Eintrédge. Daher bietet sich zur
Losung des linearen Gleichungssystems das CHOLESKY—Verfahren an.



B Liste mit numerischen Vokabeln

nach: BAULE, RAINER: Mathematisches Worterbuch — Numerik — Englisch — Deutsch,
http://www.math.uni-goettingen.de/baule/wbuch.html

absolute error absoluter Fehler

accuracy Genauigkeit

algorithm Algorithmus

alternation theorem Alternantensatz
application Anwendung
approximation Approximation

auxiliary variable Hilfsvariable

back substitution Riickwértseinsetzen
backward (error) analysis Riickwirts(fehler)analyse
BANACH fixed—point theorem BanAcH’scher Fixpunktsatz
band(ed) matrix Bandmatrix

basis Basis

basis function Basisfunktion

basis variable Basisvariable

BERNOULLI polynomial BERNOULLI-Polynom
BERNSTEIN polynomial BERNSTEIN—Polynom
BEZIER curve BEzIER-Kurve

bisection method Bisektionsverfahren
CHEBYSHEV approximation TSCHEBYSCHEFF—Approximation
CHEBYSHEV polynomial TSCHEBYSCHEFF—Polynom
CHEBYSHEV system TSCHEBYSCHEFF—System
CHOLESKY decomposition CHOLESKY—Zerlegung
column interchange Spaltenvertauschung
column pivot search Spaltenpivotsuche

column pivoting Spaltenpivotisierung
column sum criterion Spaltensummenkriterium
column—sum norm Spaltensummennorm
compatible vertriglich; passend (Norm)
complete pivoting Totalpivotisierung
complexity Aufwand

condition Kondition

condition number Konditionszahl
conditionally positive definite bedingt positiv definit
contractive kontrahierend

convergence Konvergenz

convergence acceleration Konvergenzbeschleunigung
convergence criterion Konvergenzkriterium
convex konvex

convex combination Konvexkombination
coordinate Koordinate

critical point kritischer Punkt

cubic spline Kubischer Spline

curve Kurve

data Daten
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data—dependent
decomposable
decomposition
decomposition method

definite, positive / negative

deflation
degenerate

degree

degree of freedom
diagonally dominant
difference quotient
difference scheme
discrete
discretization
duality

efficiency
eigenvalue problem
elimination
elimination method
equidistant
equilibration

error

error analysis

error bound

error estimate
error law

estimate
extrapolation

Fast FOURIER Transform (FFT)

field

fixed—point

fixed—point arithmetic
fixed—point theorem
floating—point arithmetic
floating—point number
forward (error) analysis
forward substitution
FOURIER transform
FROBENIUS norm
GAUSS elimination
GAUSS quadrature
GAUSS—JORDAN method
GAUSS—SEIDEL method
(G AUSSIAN

GIVENS rotation
gradient

HERMITE interpolation
HERMITE polynomial
HESSENBERG matrix
HESSENBERG form
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datenabhéngig
zerlegbar

Zerlegung
Zerlegungsverfahren
definit, positiv / negativ
Deflation

ausgeartet

Grad

Freiheitsgrad
diagonaldominant
Differenzenquotient
Differenzenschema
diskret

Diskretisierung

Dualitét

Effizienz
Figenwertproblem
Elimination
Eliminationsverfahren
dquidistant
Aquilibrierung

Fehler

Fehleranalyse
Fehlerschranke
Fehlerabschétzung
Fehlergesetz
Abschitzung
Extrapolation

schnelle FOURIER—Transformation
Korper

Fixpunkt
Festkommaarithmetik
Fixpunktsatz
FlieBkommaarithmetik
FlieBkommazahl
Vorwérts(fehler)analyse
Vorwiértseinsetzen
FouRIER-Transformation
FrROBENIUS—Norm
GAUss—Elimination
GAUss—Quadratur
GAuUss—JORDAN—Verfahren
G AUSS—SEIDEL—Verfahren
GAuss—Glocke
GIVENS—Rotation
Gradient
HeErMITE-Interpolation
HERMITE-Polynom
HESSENBERG-Matrix
HESSENBERG—Form
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HILBERT matrix
HORNER scheme
HOUSEHOLDER matrix
HOUSEHOLDER transformation
ill-conditioned
ill-posed
indecomposable
initial value

input data

input data error
input set
instability
instable
interpolation
interval arithmetic
iteration

iteration matrix
iteration method
iterative method
kernel

knot, node

LAGRANGE interpolation formula

LANDAU symbol

least squares method
linear system of equations
lower triangular matrix
machine accuracy

matrix norm subordinate to the v. n.

method

method error
method of conjugate gradients
midpoint rule
natural spline
negative definite
NEWTON’s method
NEwWTON-COTES formula
nondegenerate

norm

normal equation
normed space
numerical

operator

operator norm
optimization

order of convergence
output set
over—determined
overrelaxation
partial pivoting
partition of unity

B LISTE MIT NUMERISCHEN VOKABELN

HILBERT-Matrix
HORNER—-Schema
HOUSEHOLDER-Matrix
HousEHOLDER-Transformation
schlecht konditioniert

schlecht gestellt

unzerlegbar

Startwert

Eingabedaten

Eingabefehler

Eingabemenge

Instabilitat

instabil

Interpolation
Intervallarithmetik

Iteration

Iterationsmatrix
Iterationsverfahren
Iterationsverfahren

Kern

Knoten
LAGRANGE-Interpolationsformel
LANDAU-Symbol

Methode der kleinsten Quadrate
Lineares Gleichungssystem
untere Dreiecksmatrix
Maschinengenauigkeit
zugeordnete Matrixnorm (einer V-Norm)
Methode; Verfahren
Verfahrensfehler
konjugierte—Gradienten—Verfahren
Mittelpunktregel

natiirlicher Spline

negativ definit
NEWTON—Verfahren
NEwWTON-COTES-Formel

nicht ausgeartet

Norm

Normalgleichung

normierter Raum

numerisch

Operator

Operatornorm

Optimierung
Konvergenzordnung
Ausgabemenge

tiberbestimmt

Overrelaxation
Teilpivotisierung

Teilung der Eins
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PEANO kernel
permutation
perturbation
perturbation lemma
perturbation matrix
perturbation theory
pivot element

pivot search
pivoting

point

polyhedron
polynomial

positive definite
positive semidefinite
power iteration
preconditioning
program
programming
projection
pseudoinverse

QR decomposition
quadrature

radial

RAYLEIGH quotient
reconstruction
recurrence formula
recursion

recursion formula
reference

regula falsi

relative error
relaxation
remainder term
REMEZ algorithm
residual

ROMBERG method
rounding error
roundoff error

row equilibration
row interchange
row sum criterion
row—sum norm
secant method
semidefinite, positive / negative
seminorm

set

side condition
signed integer
significant digit
simplex
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PEANO-Kern
Permutation
Storung
Storungslemma
Storungsmatrix
Storungstheorie
Pivotelement
Pivotsuche
Pivotisierung

Punkt

Polyeder

Polynom

positiv definit
positive semidefinit
Potenzmethode
Prékonditionierung
Programm
Programmierung
Projektion
Pseudoinverse
QR~Zerlegung
Quadratur

radial
RAYLEIGH-Quotient
Rekonstruktion
Rekursionsformel
Rekursion
Rekursionsformel
Referenz

Regula falsi
relativer Fehler
Relaxation
Restglied
REMES—-Algorithmus
Residuum
ROMBERG—Verfahren
Rundungsfehler
Rundungsfehler
Zeilendquilibrierung
Zeilenvertauschung
Zeilensummenkriterium
Zeilensummennorm
Sekantenverfahren
semidefinit, positiv / negativ
Seminorm

Menge
Nebenbedingung
ganze Zahl
signifikante Stelle
Simplex
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simplex method

SIMPSON rule; SIMPSON’s rule
singular value
singular—value decomposition
slack

slack variable

smooth

sparse

spectral norm

spectral radius

speed of convergence
stability

stable

starting vertex

strong column sum criterion
strong row sum criterion
subdivision

support

system of equations

total pivoting

trapezoidal rule

triangular decomposition
triangular matrix, upper / lower
under—determined

unsigned integer

upper triangular matrix
vertex

weak column sum criterion
weak row sum criterion
well-conditioned

well-posed

B LISTE MIT NUMERISCHEN VOKABELN

Simplexverfahren
SiMPSON—Regel

Singularwert
Singulérwertzerlegung

Schlupf

Schlupfvariable

glatt

diinn besetzt

Spektralnorm

Spektralradius
Konvergenzgeschwindigkeit
Stabilitét

stabil

Startecke

starkes Spaltensummenkriterium
starkes Zeilensummenkriterium
Subdivision

Trager

Gleichungssystem
Totalpivotisierung

Trapezregel

Dreieckszerlegung
Dreiecksmatrix, obere / untere
unterbestimmt

natiirliche Zahl

obere Dreiecksmatrix

Ecke

schwaches Spaltensummenkriterium
schwaches Zeilensummenkriterium
gut konditioniert

gut gestellt
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Algorithmus, 1
allgemeines Gradientenverfahren, 126

Bandmatrizen, 31
Bandstrukturen, 2

cg—Verfahren, 133 BERNOULLI, 108

CHOLESKY—Zerlegung, 30 BERNOULLI-Polynome, 141

GAUss—Elimination mit Pivotisierung, BERNOULLI-Zahlen, 141
27

Bidiagonalgestalt, 74

GAuss—Elimination ohne Pivotisierung, Binirdarstellung, 13
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ten (QR~Verfahren), 68 bit, 13
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Riickwértseinsetzen, 22 BRroOwN’sche Molekularbewegung, 5
Regula falsi, 87 BuLirscu-Folge, 146
zur Berechnung der Singuldrwerte, 76 byte, 13
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zur Reduktion auf obere Dreiecksge- chasing, 76
stalt, 23 CHOLESKY—Verfahren, 2, 28, 153
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Analysis Computer, 1
Numerische, 1, 106 Computer Aided Geometric Design, 98
Anwendungsbeispiele, 1 Computeralgebra, 1
Approximation, 98 CRAMER’sche Regel, 20

Approximationstheorie, 106
approximativ, 1

Aquilibrierung, 27
asymptotische Entwicklung, 143

Datentypen
standardisierte, 14
Dezimaldarstellung, 13

Auflésungsvermogen Diagon.aldominanz
relatives, 15 strikte, 123
Aufwand, 1, 9 Diagonalgestalt, 59
Ausgleichrechnung diagonalisierbar, 58
nichtlineare, 96 Differentialgleichung
Ausgleichsprobleme elliptische, 29, 152
lineare, 43, 44 gewdchnliche, 55

nichtlineare, 2 hyperbolische, 152

Ausgleichsrechnung parabolische, 152
TSCHEBYSCHEFF’sche, 45 partielle, 152
Ausléschung, 11, 17 Differentialgleichungen
gewohnliche, 1
B—Splines, 110 Numerik gewohnlicher, 3
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