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0 Wiederholung und Ausblick

1 Simplizialkomplexe

Definition 1.1. Seien x ...z, € R" in allgemeiner Lage (d.h. {zo—x1,..., 20—

x4} ist linear unabhingig), dann heifit die Punktmenge 0 == 0, := o (... x,) :=

{z e R"z = X7 Nz mit X\, > OVi € {0,...,¢},> 7 N = 1} das (offene)
q-Stmplex mit xg ... x, als Ecken. Abgeschlossen analog . Der topologische Raum TODO:
o bzw. o ist unabhdngig von der Reihenfolge der x;, die Koeffizienten \; heiffen Fulnote
baryzentrische Koordinaten von x beziglich xy, ... x,.

Beispiel 1.2. ¢ = 0 xq st ganzer Simplex und o¢g = 79

qg =1 TODO:
Bilder

Beachte:
e 0, C R" ist abgeschlossen, hingegen ist 0, C R" nur fiir ¢ = n offen.

e Die Ecken sind bis auf Permutation durch o, C R" eindeutig bestimmt.

Definition 1.3. Seien o,7 C R™ Simplizes. Falls alle Ecken von 7 auch Ecken
von o sind so heifst T eine Seite von o. Man schreibt T < o. Gilt ausserdem o # T
so heifit T eigentliche Seite von o. Man schreibt T < o.

Beispiel 1.4. Der Simplex 09 = (xo, x1,22) hat folgende Seiten:

@7 ($0)7 (1’1), (‘7:2)’ (:EU? :131), (xOv {£2), (:Eh :E?)? (x07 Iy, xQ)

Definition 1.5. Simplizialkomplex Fin (endlicher) Simplizialkompler K in R™
st eine endliche Menge von Simplizes mit folgenden Eigenschaften

o) ceEKundr<o=1ekK
b) ot € K und o # 1 so gilt cUT =)

Beispiel 1.6. dim=1 TODO:

Bild
Definition 1.7. Sei K ein Simplizialkomplex in R™. Dann ist

|K| := UO‘

ceK

als Vereinigung von Unterrdumen des R™ mit der Unterraumtopologie die Realisierung
von K. Topologische Unterraume des R™ heifien Polyeder, falls sie von der Form

| K| sind fiir ein geeignet gewdhltes K. Ist X ein topologischer Raum mit X ~ |K|

so heifit K Triangulierung von X.




Bemerkung 1.8. Man kann zeigen, dass alle glatten kompakten Manigfaltig-
keiten und alle topologischen kompakten Manigfaltigkeiten der Dimension 3 und
weniger triangulierbar sind.

Sei K ein Simplizialkomplex. Enthilt K einen ¢-Simplex, aber keinen r-Simplex
fiir r > ¢, so setze dim(K') = ¢. Die ¢+ Ecken eines ¢-Simplexes o, lassen sich
auf (¢ + 1)! Arten anordnen.

Definition 1.9. a) Zwei Anordnung der Ecken von o, heiffen dquivalent, wenn
ste durch eine gerade Permutation auseinander hervor gehen

b) Eine Orientierung von o, ist eine Aquivalenzklasse von Anordnungen. Wir
schreiben < xo...x, > fir den orientierten q-Stmplex also das q-Simplex
mit einer gewdhlten Orientierung. Jeder 0-Simplexr kann auf genau eine
Weise orientiert werden und jeder q-Simplex (mit ¢ > 1) auf zwei Arten.
Eine Orientierung von o, induziert eine Orientierung auf allen seinen Sei-
ten oq—1 durch die Wahl eines Reprisentanten der Orientierung der Form
<X, X1, ...,Lq > wobei x & 04 ;.

¢) Jede gerade Permutation der Ecken von o,, die v fest lifit ist auch eine
gerade Permutation der Ecken von o,_;.

Definition 1.10. Sei K ein Simplizialkomplex mit Ecken zq,...,z.. Fir q € Z
sei Cy(K) die g-Ketten-Gruppe von K, wie folgt definiert:

Cy(K) = 0 Vg<0

Co(K) = Z < zy,...,2n> (die von von den Ecken erzeugte freie abelsche Gruppe)
Cy(K) = Z < orientierte g-Simplizies von K> | ~

Es gqilt fiir den orientierten Simplex o, = —aq_l wobei aq_l der Simplexr o, mit

entgegengesetzter Orientierung ist.
Beispiel 1.11. Se:
Co(K) = Z®ZZ

T2
K=\ C(K) = Z20Z0LOLOLOL/ ~2LOLL
o M OyK) = ZOL/ ~=L

Wir werden im folgen Abbildungen C,(K) — C,_1(K) definieren, sogenannte
Randabbildungen oder Differentiale und mit deren Hilfe die sogenannte Homologiegruppe

von K. Hierzu verwenden wir Methoden der homologischen Algebra.

2 Kettenkomplexe und Homologie

Wir betrachten nun einen fest gewahlten assoziativen Ring mit Eins R und die
Kategorie R-Mod der (Links-)R-Moduln und R-linearen Abbildungen, z.B. R =
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Zund Z-Mod = Ab. Nahezu alle folgenden Definitionen und Sétzen lassen sich
auf sogenannte ,abelsche Kategorien® verallgemeinern. (Und nach dem Einbet-
tungssatz von Freyd-Mitchell ist jede kleine abelsche Kategorie eine volle exakte
Unterkategorie von R-Mod fiir geeignet gewihltes R).

Referenz: [C. Weibel - An instruction to homological algebra][2]

Konvention: Im Folgenden sind alle Objekte R-Moduln und alle Abbildungen
R-linear.

Definition 2.1. Sei f : M — N eine Abbildung von R-Moduln, dann gilt

a) ker f:={x € M|f(x) =0¢€ N} ist der Kern von f und es gibt einen kano-
nischen Monomorphismus v : ker f — M

b) coker f = Nfimy ist der Kokern von f und es gibt einen kanonischen Epi-
morphismus mN — coker f

¢) Hierbei ist im f :={n € N|3m € M : f(m) =n} das Bild von f.
Lemma 2.2. Universelle Eigenschaft des Kern und des Cokerns

a) Fir jede Abbildung g : L — M mit fog = 0 gibt es eine eindeutige
Abbildung h : L — ker f s.d. g =10 h.

ker fC— M4>f N

A
wi %
| 0

L

b) Auch die duale Aussage gilt: Fir jede Abbildung g : N — L mit go f =0
qibt es eine eindeutige Abbildung h : L — coker f s.d. g = ho.

ML>N*§>cokerf

&\I

=

\y
L

a) Existenz von h: Seil € L beliebig. Dann gilt nach Voraussetzung: f(g(l)) =
0, also g(I) € ker f. Dann liefert h(l) := g(l) die gewiinscht Abbildung
L — ker f. Da g R-linear ist, ist auch h R-linear.
Eindeutigkeit von h: Angenommen es gibt ein h # h mit den obigen Ein-
geschaften, dann 31 € L mit h(l) # h(l), also t(h(1)) # g(1) &

Beweis:



b) Existenz von h: Sei r € coker f wihle eine Hochhebung n von r (d.h.
ein n € N mit m(n) = r) und definiere h(r) = g(n). Die Abbildung h ist
wohldefiniert, denn seien n,n’ € N mit 7(n) = r und 7(n’) =r

&4 m(n—n')=0
= n—n'€kerm
Def.von:gokern n—n'c 1mf
n.V.
= g(n) —g(n') = g(n —n') =0

also h(r) = g(n) = g(n') = h(r)~. )
Existenz von h Angenommen h # h, dann 3r € coker f mit h(r) = h(r).
Wihle eine Hochhebung n von r unter 7, dann gilt h(w(x)) # h(r(z)), dies

steht aber im Widerspruch zu homr =g =ho.
O

Definition 2.3. Kettenkomplex Ein Kettenkomplexr C = C, = (Ci,d) ist eine
Familie von Objekten C, = {Cy}, o, zusammen mit Abbildungen d = d,, : C,, —
CoVn € Z sd. dod = d*> = d,_1 od, = 0. Diese Abbildungen d,, heifien
Differentiale.

a) Z,(Cy) :={c € Cy|dc = 0} = kerd, heifien n-Zykel des Kettenkomplezes.

b) B,(C,) == {ce C,|3C" € Cpyy:dd = c} = imd, 1 heiffen n-Rinder des

Kettenkomplezes.

Schreibe Kettenkomplexe auch so:

Lemma 2.4. Fir einen Kettenkomplex C sind Z,,(C) und B, (C) R-Untermoduln
von C,, und es gilt B,(C) C Z,(C) C C,

Beweis: B,(C) und Z,(C) sind R-Untermoduln, da d,, und d,,+1 R-linear sind.
Da B,(C) = imd,; und Z,(C) = ker d, folgt mit der Eigenschaft (d,,od,,+; = 0)
der Differentiale B, (C) C Z,(C). Z,(C) C C, ist klar, da Z,(C) = kerd,, C C,,.
0

Beispiel 2.5.  a) ...

b ...



c) Sei R =17, dann ist

042/ 2>2fs 2o/ s
ein Kettenkomplex, da 2-3 =6 =4 0 Es gilt:

ker(Z/(ng/G) ~ Y2 _

_ Z(©) ~
Hy(Cyd) = Bi((;) - inE(OJ/G)) 0 g
-3
_ z(c) _ ker(HomHs) L oys
H,(C.,d) = Bi@)  im(zedzys)  HE !
Hy(Cod) = G =0l 5= 5=

im(Z/ng/e) I

d) Sei X eine glatte Mannigfaltikgeit und Q"(X) der R-Vektorraum der n-
Formen auf X. Dann gibt es Abbildungen

d:Q"(X) — Q"H(X)

wobei dod : Q"(X) — Q"(X) die Nullabbildung ist. Nach Umindizierung
erhalten wir einen Kettenkomplex. Dies ist der sogenannte de Rahm-Komplex
von X und seine Homologie ist die deRahm Kohomologie von X :

Hu(X,R) = H.(Q",d)

(eigentlich ist das ein Kokettenkomplez)

Definition 2.7. Seien (C,,d°) und (D,,d") Kettenkompleze. Ein Morphismus
von Kettenkomplexen

fo: (Chyd®) — (D.,d”)

st eine Famile von Abbildungen f, : C,, — D,, ¥n € Z mit
dPf, = fo_1d® VYneZ

also so, dass das folgende Diagramm kommutiert

d¢

On - Cnfl
lfn ifnl
D
Dn o Dn—l

Wir erhalten so die Kategorie der Kettenkomplexe von R-Moduln, die wir mit
Ch(R — Mod) bezeichnen.

Lemma 2.8. Jeder Morphismus f : (Ci,d®) — (D,,dP) indziert Abbildungen
Z,(C) — Un(D), Bu(C) — Bo(D) und H,(C) — H,(D) Vn € Z.

Beweis: Sei ¢ € Z,(C), also d$c¢ = 0. Dann gilt d” f,(c) = f,_1dc = f,_1(0) =0
0 TODO:
Weiterma-
chen



Simpliziale Homologie
Simpliziale Mengen
Singulare Homologie
H; und m

Homotopieinvarianz der singularen Homologie

cc N O U = 0w

Relatative singulare Homologie, Ausschneidung
und Mayer-Vietoris

Definition 8.1. Sei X ein topologischer Raum und A C X ewn Unterraum. Dann

sei Co(X,A) := Cr(X)/Ch(A)

wobei die Injektive Abbildung C,(A) — C,(X) durch Anwenden von C, auf
1 : A — X gegeben ist. Da Cokern ein Funktor ist erhalten wir Abbildungen
d: C(X,A) = C, (X, A) und weil d> = 0 auf C.(X) 1st auch C.(X,A) ein
Kettenkomplex. Die relative singulire Homologie eines Raumpaarse (X, A) ist
definiert durch

H.(X,A) = H.(C,(X,A))

Fir A=10ist H(X,0) = H.(X) und fir A= X ist H (X, X) = 0.
Korrolar 8.2. Fir jedes Raumpaar (X, A) gibt es eine lange exakte Sequenz:
Lo Hy(A) S Hy(X) ™ Hy(X,A) S Hy o (A) S Hy(X) —

Beweis: Nach Definition ist 0 — C,(A) — C.(X) — C.(X,A) — 0 eine kurze
exakte Sequenz in C'h(Ab). Anwenden von Proposition 2.15 liefert die Behaup-
tung. 0

Bemerkung 8.3. o Wir werden untersuchen fiir welche Raumpaare Isomor-
phismen H. (X, A) = H,(X/A) ezistieren

e Theorem 7.6 lafst sich auf Raumpaare f rel g: (X, A) = (Y,B) = H.(f) =
H.(g) verallgemeinern. Der Beweis ist villig analog.



Theorem 8.4. (Ausschneidung) Sei X ein beliebiger topologischer Raum und
U,V C X Unterriume, s.d. X =UUV (2.B. U,V offen und X = U UV ). Dann
induziert die Abbildung von Raumpaaren (V,UNV) — (X,U) einen Isomorphis-

mus H,(V,UNV) 5 H.(X,U) von relativen Homologiegruppen.

Aquivalente Formulierung: (setze Z := X — V) Seien Z — U — X Inklusionen
mit Z C U (z.B. Z abgeschlossen und U offen). Dann induziert (X —Z,U — Z) —
(X, U) einen Isomorphismus von relativen Homologiegruppen H,(X—Z,U—Z7) =5
H.(X,U)

Korrolar 8.5. (,Mayer-Vietoris“): Sei X ein topologischer Raum und U,V C X
offen mit X = U U V. Dann gibt es eine lange exakte Sequenz

i),

(o) H.(il)

.. — H,(UNV) H,(U)oH, (V)

Beweis: [aus dem Ausschneidungssatz|: Betrachte folgendes Diagramm: TODO
daraus ergibt sich folgende lange exakte Sequenz TODO U

9 Baryzentrische Unterteilung und der fehlende
Beweis

Definition 9.1.  a) Wir definieren ug € Cy(A},,) induktiv wie folgt:

q

Ug = €o, Ug = Z(_Uipq * qul(czi) (u
i=0 ——

€ CQ<Agop)

wobei p, der Mittelpunkt von A, und

Pg* CQ*l(Agop) - Oq(Agop)
die Abbildung aus 77?7 ist. TODO:

BSP
b) Fiir c = ) . njo; € Cy(X),0; : Af,, — X sei Bc = . n;Cq(0:)w,) wobei

top
Cy(o) die durch o : A}, — X induzierte Abbildung. Man erhilt:

B (idy) = uy : A‘gopz'doﬁAgop
Lemma 9.2. a) Vf:X —Y stetig: Cy(f) o B¥ = BY o C,(f)
b) B, : Ci(X) — Cu(X) ist eine Kettenabbildung

¢) B=Id:C.(X)— C.(X)

H,(X)— H,,(UNV) — ...



10 Erste Anwendung der singularen Homologie

Satz 10.1.
Z®Z n=d=0

Z n=0,d>0
Z n=d>0
{0}  sonst

H,(S%) =

/fquivalente Formulierung: fIn (Sd) X San.

Beweis: Da S° = {pkt} v {pkt} ist Ho{S’} = Z? klar. Da S¢ fiir d > 1 zusam-
menhiingend ist, ist auch Hy(S?) = Z schon bekannt. 0 TODO: w

Bemerkung 10.2. 10.1 verallgemeinert sich zu einem Isomorphismus
Hya(SX) S Hy(X) ¥g=1

TODO:

Ubung
Theorem 10.3.

f:R™ SR'=m=n
Beweis: [ induziert eine Abbildung f : R™ — {0} — R" — {f(0)}, die wiederrum
ein Homomorphismus ist. Es ist R™ — {0} = S™~" und R" — {f(0)} = S§"~". Also

induziert f eine Homotopieiquivalenz S™! = S*~! also nach Homotopieiquiva-
lenz einen Tsomorphismus H,(S™') = H,(S"™!). Mit 10.1 folgt m = n. O

Bemerkung 10.4. 10.3 ldsst sich zu Homdomorphismen von Mannigfaltigkeiten
verallgemeinern. Dazu:

Definition 10.5. Sei o € X dann heiffit H,(X, X — {z0}) die n-te lokale
Homologiegruppe von X in xy.

Satz 10.6. Sei A C X ein Deformationsretrakt. Dann ist H,(A) — H,(X) ein
Isomorphismus und H.(X, A) = 0.

Beweis: Da A ein Deformationsretrakt ist gibt es eine Homotopie A — X darum
gibt es wegen einen Isomorphismus H,(A) — H.(X). Wegen der langen exakten TODO:

Sequenz eines Raumpaares 8.2 folgt daraus H,.(X, A) = 0. O ref 7.8
Satz 10.7. a) S" A{pkt} TODO:
not
b) S"1 ist nicht Deformationsretrakt der Vollkugel homotop
fixen



Beweis:
a) 10.3 und ?7?
b) D" ~ {pkt} wie oben
U

Theorem 10.8 (Browerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : D™ —
D" hat mindestens einen Fixpunkt

Beweis: Definiere g : D™ — S"~! wie folgt. Strahl von f(z) nach z schneidete,
unter der Annahme, dass f keinen Fixpunkt hat, genau in einem Punkt S"~!
Dieser sei g(x). Man erhélt also eine stetige Abbildung

g: D" — St
r o g(r)

und g‘Snfl = idgn—1 und g ist invers zur Inklusion S*~! < D" bis auf Homotopie.
Also ist S"~! Deformationsretrakt von D™ im Widerspruch zu 10.7. 0J
Bemerkung 10.9. Anstatt H,(S™) kann man natirlich auch

74(S") := Homporopy ((S?, pkt) , (S", pkt))

betrachten. Diese sind viel schwieriger zu berechnen und im Allgemeinen bis heute
unbekannt. Es gibt namlich Elemente in w,(S") fiir ¢ # n.
Bsp (Hopf-Abbildung) TODO:

" | . | Diagramm
Definition 10.10. Sei f : S — S™ stetige Abbildung und [S"] eine Fundamen-

talklasse. Dann ist der Abbildungsgrad definiert durch

deg(f)=Fk €Z
wobei k die eindeutige ganze Zahl mit H,(f)[S"] = k [S"] ist.

Bemerkung 10.1. e Fiirn =1 st das dquivalent zur enstprechenden Defi-
nition mit der Fundamentalgruppe 7 aus dem letzten Semester.

o deg(f) ist unabhingig von der Wahl der Fundamentalklasse. Dies liegt dar-
an, dass jeder Gruppenhomomorphismus « : Z — Z durch o(1) vollstindig
bestimmit ist.

Lemma 10.11. Fir f,g:S" — S" gilt
a) deg(g o f) = deg(g) - deg(f)

10



b) falls f ~ g, dann gilt deg(f) = deg(g)
Beweis: klar ]

Satz 10.12. Fir die Abbildung f : S* — S™ gegeben durch (xq,...,x,) —
(_3:07:1717 s 7$n) ngt deg(f) =—-L

Beweis: Mit vollstdndige Induktion nach n:

n = 1: mit 7, (S!) = 7 (SY)* = H,(SY) klar.

n—1—n: Sei S" = U UV Uberdeckung wie im Beweis von 10.1.

~

H,(S") <— H,(S",V) é H,(U,S" ") —=H, 1(S"1)

l.e.S Auss l.e.S.
Hn(f)i H.(f) H*(f)l H*(f)l
Ho(S") <5 Ha(S™, U) =—— H,(V,S" 1) === H, 4(S"")

In diesem Diagramm entspricht die rechte Abbildung einer Multiplikation mit
(—1). Somit tut dies auch die Linke. (Die Spiegelung sollte eine andere Koordi-

natenachse spiegeln als fiir die Uberdeckung verwendet wird) TODO:
0 Fuknote
fiir Uber-
. ‘ deckung
Korrolar 10.13. Fir die Abbildung a : S™ — S" gegeben durch (zo,...,x,) —
(—x0,...,—x,) (die Antipodenabbildung) gilt deg(a) = (—1)"!
Beweis: «a ist Komposition von n 4+ 1 Abbildungen wie in 10.12 U

Satz 10.14. Sei f : S* — S" stetig und ohne Fizpunkt, so ist f ~ a (aus 10.13).
Es gilt dann deg(f) = (—1)"*!

Beweis: Betrachte H : S* x I — S™ gegeben durch
(1—=t)f(x) —tx

H(x,t) =
= 1) f) —tal
ist stetig und
H(@,0) =
H(z,1) = =7 = a(x)

(der Nenner ist ungleich 0, da f keinen Fixpunkt hat). Die Aussage iiber deg(f)
folgt aus 10.13. O

Korrolar 10.15. Sei f : S* — S" eine stetige Abbildung ohne Antipodenpunkt
(d. h. ohne x mit f(x) = —z), dann gilt f ~ id, also deg(f) = 1.

11



Beweis: Betrachte als Abbildung fiir 10.14: a o f. 0J

Korrolar 10.16. Fiir jedes gerade n hat jede stetige Abbildung f : S™ — S™ einen
Fizpunkt oder einen Antipodenpunkt.

Beweis: Angenommen f hat weder Fix- noch Antipodenpunkt, dann folgt aus
10.14, dass deg(f) = (—1)"*! = —1 und aus 10.15, dass deg(f) =1 & O

Auf jeder glatten Mannigfaltigkeit M gibt es das sogennante ,Tangentialbiin-
del“ m: M — TM, wobei Vp € 7 !(p) ein Vektorraum mit gleicher Dimension
dim(M ), der dem Tangentialraum an a € M entspricht. Ein tangentiales Vektor-
feld ist ein ,,Schnitt“ von . Wir verwenden im Spezialfall M = S" die folgende
einfache Definition.

Definition 10.17. Ein tangentiales Vektorfeld auf S" ist eine stetige Abbil-
dung V : S" — R"M s.d. Vo € S" gilt, dass x und V(x) bzgl. des Standard-
Skalarproduktes des R™ orthogonal sind.

Satz 10.18. a) Fiir jedes gerade n € N hat jedes tangentiale Vektorfeld auf
S"™ eine Nullstelle

b) Fiir ungerade n € N gibt es tangentiale Vektorfelder auf S™ ohne Nullstellen

Beweis:

a) Ist V : S — R™™ wie oben und ohne NST, so ist z \‘\;E3| eine stetige
Selbstabbildung der S™ ohne Fix- oder Antipodenpunkt (da V' ein tangen-

tiales Vektorfeld ist), dies steht im Widerspruch &zu 10.16.

b) Die Abbildung (1, s, ..., Tom—1, Tom) — (T2, —T1, . .., Tom, —Tom—1) ist ein
tangentiales Vektorfeld ohne Nullstelle.

O
Anschaulich Diese Aussage ist eng mit dem Satz verkniipft, dass es nur in den
Dimensionen 1,2,4 und 8 reelle Divisionsalgebren gibt (R, C, H, Q), siehe dazu
[1, Hirzebruch - Zahlen)|

Satz 10.19 (Hopf’sche Spurformel). Sei f. : C. — C. eine Abbildung eines
endlich erzeugten Kettenkomplezes in k-Mod (d.h. glaube ich, dass nur endlich
viele Cy, # 0 und jedes davon endlich erzeugt ist) wobei k ein Kérper ist. Dann
qgilt

D (1T =Y (1) Tr(Hy(f))

(wobei Tr die Spur ist).

12



Beweis: Es gibt induzierte Abbildungen auf Z,(f) : Z,(C) — Z,(C) und B,(f) :
B,(C) — B,(C), da H,(C) = Z,(C)/B,(C) und alles k-Vektorraum sind gilt:

Z4(C) = By(C) @ H,y(C)

also
Tr(Zo(f)) =Tr(By(f) ® Hy(f)) = Tr(By(f)) + Tr(Hy(f))

Ausserdem ist
0 — Zy(c) = Cqg = By1(C) — 0

eine spaltende kurze exakte Sequenz (da C, = Bild(d) + Ker(d) = B, + Z,) also
Tr(f,) = Tr(Z,(f)) + Tr(B,(f)). Zusammen ergibt das Tr(f,) = Tr(B,—1) +
Tr(B,(f)) +Tr(H,(f)) mit (—1)? multipliziert und aufsummiert iiber ¢:

D (FUTr(fy) = Y (1) Tr(H(f))

O
Diese Formel ist wichtig fiir den Beweis des Lefschetzen Fixpunktsatzes.

Theorem 10.20. Lefschetzer Fixpunktsatz Sei f: X — X eine stetige Selbstab-
bidlung eines Polyeders (d.h. Realisierung eines endlichen Simplizialkomplezes)
ohne Fizpunkte. Dann qilt

n

M) = (=1)Tr(Hy(f)) =0

q=0

Beweis: (nur Idee) Wenn f keinen Fixpunkt hat, so wird jeder Punkt aus X
um ein kleines Stiick verschoben. Also kann eine Trangulierung von X mit sehr
kleinem Simplizes wihlen s.d. oN f(o) = () falls f simplizial. Im Allgemeinen kann
man f bis auf Homotopie so abdndern, dass es zu einer simplizialen Abbildung
wird.

= TT(Cq(f)) —0 Hopf’sche:Sg)urformel )\(f) —0
———

simplizialer K ettenkomplex

Bemerkung 10.21. a) Falls X ~ {pkt} so gilt

_ Z q=0

Hy(X) = 0 sonst

= ) = { g Lo
= Af) =1

1020 f hat Fizpunkt (Verallgemeinerung des Browerschen Fizpunktsatzes)

13



b) die Umkehrung gilt nicht 2.B. X =S, f = id

. 1 ¢=0,1 .
Tr(H,(ids)) = { 0 Z ~o9 A(ids) =0

Theorem 10.22. Sei B =~ D" ein r-dimensionaler Ball
a) Sei B — S"™ eine Finbettung. Dann ist

. Z q=0
H,(S —B):{O g>0

Insbesondere ist S* — B wegzusammenhdngend.

b) Sei B — R™ eine Einbettung. Dann ist

Hq(R”—B):{ Z q=0n—1

0 sonst
Insbesondere ist R™ — B wegzusammenhdngend.
Beweis: Die Aussagen iiber den Wegzusammenhang folgen direkt aus Hy() = Z

a) Induktion nach r
r =0: Esist S" — B~ R" ~ {pkt}, also stimmt die Aussage, da

k) = { § 420

r — 1 —r: Sei die Aussage fiir r — 1 schon bewiesen, dann definiere

= Z,(S"— B) q>0
= r—yeZ(S"—B) ¢g=0firz,yeS*"—B

Beh.: Es gibt ein b € Cy11(S" — B) mit db = z (dies ist dquivalent zur
Aussage (a) fiir die Homologiegruppen)

qg>0: Beh. & Z,(S" — B) = B,(S" — B)
& H(S"— B)=0
q=0 Beh. w e Co(S*—B) = Z
U
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